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ВВЕДЕНИЕ 
Лабораторный практикум предназначен для формирования у обучаю-

щихся практических навыков в области расчета статистических показате-
лей. 

Лабораторный практикум состоит из введения, шести разделов с опи-
саниями лабораторных работ, двух приложений, библиографического спи-
ска и интернет-ресурсов. 

Лабораторный практикум предполагает выполнение следующих лабо-
раторных работ: 

1. Выборочное наблюдение. 
2. Простая структурная группировка. 
3. Многомерная группировка. 
4. Средние величины и показатели вариации. 
5. Динамические ряды. 
6. Статистическое изучение взаимосвязи социально-экономических яв-

лений.  
7. Индексы. 
Описание каждой лабораторной работы включает: 
 краткое изложение теории; 
 контрольные вопросы к разделу; 
 задание к лабораторной работе; 
 пример выполнения лабораторной работы. 
Лабораторный практикум включает следующие приложения: 
Приложение А. Статистические таблицы; 
Приложение Б. Пример отчета по лабораторной работе. 

Указания к выполнению лабораторных работ 
Перед выполнением лабораторных работ студенты должны прорабо-

тать методические материалы к лабораторной работе  и ответить на кон-
трольные вопросы. 

В лабораторных работах студенты должны самостоятельно провести 
все вычисления по соответствующим формулам при минимальном исполь-
зовании компьютера (компьютер применяется только для вычисления ре-
зультатов алгебраических операций и вычисления элементарных функ-
ций). 

Отчетность по лабораторной работе 
Лабораторная работа сдается в такой последовательности: 
 ответы на контрольные вопросы к лабораторной работе; 
 защита отчета о лабораторной работе, представляемого в бумажном 

и электронном виде. 
Требования к оформлению результатов 

Отчет о лабораторной работе должен содержать разделы: 
 титульный лист; 
 описание задания лабораторной работы; 
 исходные данные;  
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 подробное изложение этапов выполнения лабораторной работы (за-
писывается расчетная формула и численное выражение, полученное после 
постановки численных значений входящих в формулу параметров и пере-
менных); 

 итоговое изложение полученных результатов. 
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1. ВЫБОРОЧНОЕ НАБЛЮДЕНИЕ 

Под выборочным наблюдением понимается такое несплошное на-
блюдение, при котором статистическому обследованию подвергаются еди-
ницы изучаемой совокупности, отобранные  случайным способом.  

Выборочное наблюдение применяется в случаях, когда сплошное на-
блюдение невозможно либо экономически нецелесообразно. 

Совокупность отобранных для исследования единиц в статистике на-
зывается выборочной, а вся совокупность единиц, из которой производит-
ся  отбор,  – генеральной.  

Применяемые для обозначения основных показателей генеральной и 
выборочной совокупностей символы и формулы, по которым они вычис-
ляются, приведены в табл. 1.1. 

Таблица 1.1 
Показатели генеральной и выборочной совокупностей 

№ Характеристика 
Генеральная 
совокупность 

Выборочная 
совокупность 

1 
Объем совокупности (числен-
ность единиц) N n 

2 
Значение обследуемого призна-
ка для i-единицы совокупности xi yi 

3 
Численность единиц, обладаю-
щих заданным свойством M m 

4 
Доля единиц совокупности, об-
ладающих заданным свойством p = M / N W = m / n 

5 Средний размер признака x  = Σxi / N y= Σyi / n 

6 
Дисперсия количественного 
признака σx

2 = Σ(xi– x )2 / N σy
2 = Σ(yi– y )2 / (n–1)

7 Дисперсия доли σx
2 = pq σy

2 = W(1–W) 

Выборочным значением статистического показателя называется его 
значение, вычисленное по результатам выборочного наблюдения, а гене-
ральным  − его значение, вычисленное по результатам сплошного наблю-
дения (по  выборочной и генеральной совокупностям соответственно). 

Ошибкой выборочного наблюдения (ошибкой выборки, ошибкой на-
блюдения) называется разность между выборочным и генеральным значе-
ниями статистического показателя. Например, для среднего значения 
ошибка выборки определяется как  

 
ε =│  y– x│, 

а для доли  
ε =│W – p│. 
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Ошибка наблюдения  есть величина случайная, зависящая от выборки 
(от того, какие единицы совокупности составляют данную выборку). 
Средняя ошибка выборки (наиболее вероятное значение ошибки) обозна-
чается  и вычисляется по формуле  

n

2  , 

где σ2 – генеральная дисперсия; n – объем выборки.  
Для практики наибольший интерес представляет предельная величина 

ошибки выборки, показывающая, на какую максимальную величину зна-
чение генерального показателя может отличаться от значения того же по-
казателя, подсчитанного по выборочной совокупности. О предельной ве-
личине ошибки выборки можно судить только с некоторой вероятностью.  

Предельная ошибка выборки (Δ) вычисляется по формуле 
Δ = t  μ, 

где t – так называемый коэффициент доверия, соответствующий заданной 
вероятности Р того, что ошибка выборки не превосходит предельную 
ошибку  Δ. Связь значения t с вероятностью Р для больших выборок дана в 
табл. 1.2 и для малых выборок    (n  ≤ 20) – в табл. 1.3.  

Таблица 1.2 
Зависимость коэффициента доверия t от вероятности Р для больших выбо-

рок 

Вероятность 0,683 0,866 0,954 0,988 0,997 0,999 

t 1 1,5 2 2,5 3 3,5 

Таблица 1.3 
Зависимость коэффициента доверия t от вероятности Р для малых выборок 

t n – объем выборки 

4 5 6 7 8 9 10 15 20 ∞ 

1,0 0,608 0,626 0,636 0,644 0,65 0,654 0,656 0,666 0,67 0,683

1,5 0,77 0,792 0,806 0,816 0,822 0,828 0,832 0,846 0,85 0,865

2,0 0,86 0,884 0,898 0,908 0,914 0,92 0,924 0,936 0,94 0,954

2,5 0,933 0,946 0,955 0,959 0,963 0,966 0,968 0,975 0,978 0,988

3,0 0,942 0,96 0,97 0,976 0,98 0,983 0,984 0,992 0,992 0,997
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Зная выборочное значение статистического показателя  zв, предель-
ную ошибку выборки Δz  и задавшись определенной вероятностью (соот-
ветствующим значением коэффициента доверия t), можно определить до-
верительный интервал, т. е. границы (zг

– , zг
+), в которых с заданной ве-

роятностью заключено генеральное значение показателя zг: 

zг
–  = zв – Δz  ≤  zг  ≤  zв + Δz = zг

+. 
Бесповторным называется такой отбор, при котором попавшая в вы-

борку единица не возвращается в совокупность, из которой осуществляет-
ся дальнейший отбор, т. е. не участвует в дальнейшем отборе. 

При бесповторном отборе средняя ошибка выборки вычисляется по 
формуле 

.1
2

N

n

n


  

Следует отметить, что при n << N множитель 
N

n
1  становится пре-

небрежимо малым и может не учитываться в расчетах. 
Формулы для определения предельной величины ошибки выборки для 

таких показателей, как среднее значение признака x  и доля p единиц со-
вокупности, обладающих заданным свойством, приведены в табл. 1.4. 

   Таблица 1.4 
Формулы для определения предельной величины ошибки выборки 

Метод отбора 

Предельные ошибки выборки 

для среднего значения признака 
x  

для доли p 

Повторный  
                  ___   
        Δ= t √σ2/n  

_________ 
Δ= t √W(1–W)/n 

Бесповторный 
                  ___    ______ 
        Δ= t √σ2/n √(1–n/N) 

________     ______ 
Δ= t √W(1–W)/n  √(1–n/N)

В формулах табл.1.4 используется дисперсия генеральной совокупно-
сти σ2, как правило, величина неизвестная, поэтому на практике вместо нее 
используют выборочную дисперсию. 

При проектировании выборочного наблюдения встает вопрос об оп-
ределении необходимой численности выборки, обеспечивающей заданную 
точность результатов (заданную величину предельной ошибки). Эта чис-
ленность (количество наблюдений) может быть определена, исходя из за-
данных значений предельной допустимой ошибки выборки Δ и коэффици-
ента доверия (степени уверенности) t. Соответствующие формулы, полу-
ченные на основании табл. 1.4,  приведены в табл. 1.5. 
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Величина дисперсии σ2 к началу выборочного наблюдения неизвест-
на. Для приближенного ее определения можно использовать один из сле-
дующих способов: 

а) значение σ2 берется из предыдущих исследований; 
б) σ2 = (Н / 6)2 , где Н = xmax – xmin – размах выборки; 
в) σ2 = ( x  / 3)2 , где x  – среднее значение признака; 
г) σ2 = 0,25 , если признак альтернативный.  

Таблица 1.5 
Формулы для определения объема выборки 

Метод отбора 

Формулы объема выборки 

для среднего значения при-
знака 

для доли 

Повторный  
                 t2σ2 
      n = ────── 
                  Δ2 

             t2W(1–W) 
      n = ────── 
                  Δ2               

Бесповторный 
                     t2σ2N 
     n = ────────── 
                NΔ2 +  t2σ2               

              t2W(1–W)N 
  n = ─────────── 
          NΔ2 +  t2W(1–W)   

Если изучается  доля единиц, обладающих заданным свойством, то 
соответствующий признак является альтернативным. В этом случае, если 
относительно величины W  заранее нет никаких предварительных сведе-
ний, то выражение W(1–W) в формулах таблицы 1.5 нужно заменить на 
0,25. 

Если ни один из перечисленных выше способов не доступен, то вели-
чина n задается, исходя из каких-либо других соображений, и уточняется 
по результатам наблюдений. 

Контрольные вопросы 
1) Что понимается под выборочной совокупностью и генеральной со-

вокупностью?  
2) Какие методы отбора применяются при статистическом наблюде-

нии? 
3) Что называется ошибкой, средней ошибкой и предельной ошибкой 

выборки? 
4) Что понимается под предельной ошибкой и доверительным интер-

валом? 
5) Приведите формулы для определения среднего значения, доли, 

дисперсии количественного признака и дисперсии доли. 
6) Приведите формулы для определения предельной ошибки выборки. 
7) Приведите формулы для определения объема выборки.  
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8) Какие способы используются для предварительного определения 
величины дисперсии перед началом наблюдений? 

Лабораторная работа № 1.  Выборочное наблюдение 
Задание 1. По данным табл. 1.9 определить выборочные среднее и  

долю единиц совокупности, обладающих значением признака, превышаю-
щим заданное пороговое значение; предельные ошибки выборки; интерва-
лы, в которых находятся соответствующие значения генеральной совокуп-
ности. 

Задание 2. По данным табл. 1.10 определить требуемую численность 
выборочного наблюдения, обеспечивающую заданную точность результа-
тов. 

Пример выполнения лабораторной работы № 1. 

1) Выполнить задание 1 для следующих исходных данных (табл. 1.6). 

Таблица 1.6 

Исходные данные к примеру выполнения 1-го задания лабораторной работы № 1 

Показатель Значение 

n 39 

Вероятность 0,954 

Пороговое значение 145 

Метод отбора повторный 

Значения  признака y
122, 118, 115, 97, 124, 159, 122, 119, 64, 120, 120, 125, 138, 121, 
110, 120, 109, 136, 128, 120, 117, 115, 118, 123, 140, 125, 113, 70, 
103, 120, 121, 123, 120, 91, 82, 113, 168, 142, 140 

Решение.  
Среднее значение y = 119. 

Доля   W = 2/39=0,051. 
Дисперсия значения признака σy

2 = Σ(yi– y )2 / (n–1) = 392. 

Дисперсия доли σW
2 = W(1–W) = 0,051·(1−0,051) = 0,048. 

Средняя ошибка среднего значения   172,3
39

3922


ny
 . 

Предельная ошибка среднего значения   Δ = t  μy = 2·3,172 = 6,344. 
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Средняя ошибка доли    035,0
39

048,0)1(





n

WW
W . 

Предельная ошибка доли   Δ = t  μW = 2·0,035 = 0,070. 
Предельный интервал среднего значения  

(119−6,344;  119+6,344) = (112,8; 125,3). 
Предельный интервал доли  

(0,051−0,070;  0,051+0,070) = (−0,019; 0,121) = (0; 0,121). 
Результаты расчетов сведены в таблицу 1.7. 

Таблица 1.7 

Результаты выполнения 1-го задания лабораторной работы № 1. 

Наименование показателя Среднее значение Доля 

Значение показателя 119 0,051 

Дисперсия 392 0,048 

Средняя ошибка 3,172 0,035 

Предельная ошибка 6,344 0,070 

Предельный интервал (112,8 ; 125,3) (0 ; 0,121) 

2) Выполнить задание 2 для следующих исходных данных (табл. 1.8). 

Таблица 1.8 

Исходные данные к примеру выполнения 2-го задания лабораторной       
работы № 1. 

№ 
Предельная 
ошибка 

Вероят
ность N 

Метод   
отбора 

Исследуе-
мый  при-

знак 

Размах 
выборки 

Среднее зна-
чение / доля 

26 0,05 0,997  повт. доля  0,49 

Согласно таблицам 1.2 и 1.5 

t2·W·(1–W)           32 · 0,49 · (1–0,49) 
       n = ───────── = ────────────── = 3199. 

Δ2                                     0,052 

 
Численность выборочного наблюдения, обеспечивающая требуемую 

точность наблюдений, составляет 3199 единиц. 
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Таблица 1.9 
Исходные данные к заданию 1 лабораторной работы № 1   

Показатель Номера вариантов 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 

N 94  120  89  118  85 
Вероятность 0,997 0,954 0,988 0,997 0,954 0,954 0,988 0,997 0,954 
Пороговое 
значение 

125 140 145 189 7 22 50 59 88 

Метод отбора бес-
повт. 

повт. 
бес-
повт. 

повт. 
бес-
повт. 

повт. 
бес-
повт. 

повт. 
бес-
повт. 

 Значения признака y 
1 120 141 162 181 3 22 45 65 84 
2 113 135 158 178 7 15 35 59 75 
3 110 113 150 173 4 7 17 37 52 
4 116 116 135 163 14 14 20 60 57 
5 131 146 162 193 8 20 54 73 88 
6 125 181 178 208 3 37 80 97 97 
7 131 168 202 227 51 25 55 96 115 
8 120 137 151 170 45 13 31 55 71 
9 70 66 121 109 23 9 25 7 15 
10 120 140 160 180 21 20 40 60 80 
11 120 140 160 180 18 20 40 60 80 
12 136 155 160 195  29 56 75 84 
13 147 150 178 195  45 64 62 81 
14 121 141 163 183  25 43 64 83 
15 91 105 138 159  5 28 30 67 
16 68 138 129 167   17 56 23 
17 116 128 156 167   29 42 76 
18  148 182 219   55 64 116 
19  227 245 228   77 83 116 
20  140 160 180   40 60 80 
21  136 158 175   39 57 77 
22  140 150 177   27 42 61 
23   160 172   38 47 68 
24   171 195   40 63 90 
25   201 204    67 128 
26   177 196    96 86 
27   153 176    58 77 
28   156 151    1 57 
29    154    7 64 
30    180    60 80 
31    182     84 
32         90 
33         82 
34         73 
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Продолжение табл. 1.9 

Показатель Номера вариантов 
10 11 12 13 14 15 16 17 18 

N   89  120  94  85 
Вероятность 0,988 0,988 0,997 0,954 0,988 0,997 0,954 0,988 0,997 
Пороговое 
значение 

100 20 37 58 95 107 120 140 161 

Метод отбора 
повт. повт. 

бес-
повт. 

повт. 
бес-
повт. 

повт. 
бес-
повт. 

повт. 
бес-
повт. 

 Значения признака y 
1 101 24 45 61 85 102 125 143 161 
2 93 19 34 59 74 94 119 137 155 
3 77 3 33 49 70 87 102 118 141 
4 75 16 27 57 58 80 115 118 141 
5 103 34 50 64 91 114 121 153 168 
6 104 30 49 61 95 123 137 195 217 
7 151 23 89 104 121 124 145 159 175 
8 98 18 36 50 70 97 111 132 160 
9 68 17 34 50 36 83 103 69 137 
10  20 40 60 80 100 120 140 160 
11  20 40 60 80 100 120 140 160 
12  29 52 72 87 104 123 155 164 
13  25 60 85 93 113 144 146 177 
14   43 62 84 100 121 142 161 
15   23 59 63 99 92 133 122 
16   5 6 47 51 81 136 132 
17   24 54 73 96 103 138 157 
18   84 84 122 111 133 145 175 
19    133 131 135 180 192 196 
20    60 80 100 120 140 160 
21    59 80 98 120 138 156 
22    50 71 89 109 127 145 
23    45 70 99 120 127 148 
24     82 105 130 147 167 
25     99 103 162 142 196 
26     104 104 141 155 161 
27     61 95 100 124 156 
28     65 56 102 79 159 
29      90 93 87 117 
30      100 120 140 160 
31      105 122 146 161 
32      108 136 149 169 
33       120 140  
34       113 125  
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Окончание табл. 1.9 

Показатель Номера вариантов 
 19 20 21 22 23 24 25 26 

N  118  100  82   
Вероятность 0,954 0,988 0,997 0,954 0,988 0,997 0,954 0,954 
Пороговое 
значение 

182 2 23 32 50 77 102 120 

Метод отбора повт. 
бес-
повт. 

повт. 
бес-
повт. 

повт. 
бес-
повт. 

повт. повт. 

 Значения признака y 
1 180 0 22 45 65 84 101 122 
2 176 1 16 37 56 78 98 118 
3 178 15 15 15 40 75 89 115 
4 167 20 2 24 49 55 75 97 
5 191 4 34 49 69 89 109 124 
6 205 13 38 55 72 122 107 159 
7 202 25 49 52 88 90 103 122 
8 178 1 18 30 57 75 92 119 
9 171 66 34 27 14 43 60 64 
10 180 0 20 40 60 80 100 120 
11 180 0 20 40 60 80 100 120 
12 182 13 33 40 76 94 111 125 
13 191 18 34 45 74 90 101 138 
14  3 20 45 60 84 102 121 
15  15 4 15 33 74 92 110 
16  53 17 9  54 64 120 
17  12 8 40  70 88 109 
18  1 54 78  110 136 136 
19  51 57 92  134 180 128 
20  0 20 40  80 100 120 
21  0 18 37  79 96 117 
22  1 18 32  61 96 115 
23   15 36  70 95 118 
24   24 42  81 107 123 
25   37 42  112 140 140 
26   50 77  103 135 125 
27   20 31  77 86 113 
28   11 11  11 61 70 
29    10   60 103 
30    40   100 120 
31    45   101 121 
32    52   109 123 
33    40   100  
34    10   88  
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Таблица 1.10 

Исходные данные к заданию 2 лабораторной работы № 1 

 
Предель-

ная 
ошибка 

Вероят-
ность 

N 
Метод от-

бора 

Исследуе-
мый  при-

знак 

Размах 
выборки 

Среднее 
значение 

/ доля 
1 0,70 0,954  повт. ср. знач. 5,21  
2 0,08 0,988  повт. доля  0,79 
3 0,15 0,997  повт. ср. знач. 5,08  
4 0,07 0,954  повт. доля   
5 0,66 0,988  повт. ср. знач. 7,67  
6 0,11 0,997 400 бесповт. доля  0,52 
7 0,04 0,954 500 бесповт. ср. знач.  0,65 
8 0,12 0,988 600 бесповт. доля   
9 0,85 0,997 450 бесповт. ср. знач.  8,98 
10 0,09 0,954 550 бесповт. доля  0,32 
11 0,10 0,988  повт. ср. знач. 8,51  
12 0,05 0,997  повт. доля   
13 0,13 0,954  повт. ср. знач. 8,51  
14 0,09 0,988  повт. доля   
15 0,10 0,997  повт. ср. знач. 6,84  
16 0,03 0,954 600 бесповт. доля  0,11 
17 0,12 0,988 300 бесповт. ср. знач.  8,06 
18 0,05 0,997 400 бесповт. доля   
19 0,46 0,954 500 бесповт. ср. знач.  6,11 
20 0,03 0,988 300 бесповт. доля  0,33 
21 0,29 0,997  повт. ср. знач. 4,40  
22 0,07 0,954  повт. доля   
23 0,10 0,988  повт. ср. знач. 1,28  
24 0,07 0,997  повт. доля  0,64 
25 0,74 0,954  повт. ср. знач. 6,59  
26 0,05 0,997  повт. доля  0,49 
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2. МЕТОД ГРУППИРОВКИ 

2.1. Основные понятия  
Полученные при статистическом наблюдении данные характеризуют 

отдельные единицы совокупности. На следующем этапе статистического 
исследования эти данные подлежат систематизации и сведению воедино с 
целью получения обобщающих статистических показателей, характери-
зующих всю совокупность в целом. Этот этап носит название статистиче-
ской сводки и группировки. 

Сводкой в статистике называется научно организованная обработка 
материалов наблюдения (по заранее разработанной программе), включаю-
щая  в себя контроль собранных данных, систематизацию и группировку 
материалов, составление таблиц, получение итогов и производных показа-
телей (средних, относительных величин).      

По глубине обработки материала сводка подразделяется на простую и 
сложную. 

Простой сводкой называется операция по подсчету общих итогов со-
вокупности единиц наблюдения. 

Сложная сводка представляет собой комплекс операций, включаю-
щих группировку единиц наблюдения, подсчет итогов по каждой группе и 
представление результатов группировки и сводки в виде статистических 
таблиц. 

Группировкой называется расчленение множества единиц изучаемой 
совокупности на группы, однородные по заданным существенным для них 
признакам. 

Группировочным называется признак, по которому происходит объ-
единение отдельных единиц совокупности в однородные группы. 

С помощью метода группировок решают следующие задачи: 
- выделения социально-экономических типов явлений; 
- изучения структуры явления и структурных сдвигов, происходящих в 
нем; 

- выявления связи и зависимости между явлениями. 
Соответствующие  группировки называются типологическими, струк-

турными и аналитическими. 
При типологической группировке происходит разделение иссле-

дуемой качественно разнородной совокупности на классы, социально-
экономические типы, однородные группы единиц в соответствии с прави-
лами научной группировки. Примером типологической группировки явля-
ется группировка промышленных предприятий по формам собственности. 

При структурной группировке происходит разделение однородной (в 
каком-либо отношении) совокупности на группы, характеризующие ее 
структуру по одному из  варьирующих признаков. С помощью таких груп-
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пировок может изучаться: состав населения по полу или возрасту; состав 
предприятий по стоимости основных фондов и т. д. 

Применяемая для выявления аналитического вида зависимости между 
двумя переменными аналитическая группировка осуществляется всегда 
по факторному признаку.  

Группировка, выполненная по одному признаку, называется простой, 
по двум и более признакам − многомерной.  

Частным случаем многомерной группировки является комбинацион-
ная группировка, базирующаяся на двух и более признаках, взятых в ком-
бинации. 

Перед проведением группировки должны быть решены следующие 
задачи: 

1) выделение группировочного признака; 
2) определение групп и величины интервалов; 
3) при наличии нескольких группировочных признаков описание того, 

как они комбинируются между собой; 
4) установление совокупности показателей, которыми должны харак-

теризоваться группы (т. е. сказуемого группировки). 

2.2. Простая группировка 
Рассмотрим методологические вопросы построения различных видов 

простых группировок.  
Типологическая группировка. Если признак качественный, то его 

отдельные значения естественным образом определяют соответствующие 
им группы. 

В случае количественного группировочного признака группы, как 
правило,  задаются с помощью указания интервалов, в которых изменяют-
ся значения признака. Интервалы задают критические точки перехода од-
ного качества в другое. Интервалы должны быть специализированными и 
могут быть неравными. Если количественный признак является дискрет-
ным с небольшим числом значений, то группы определяются отдельными 
его значениями. 

При выборе группировочного признака необходимо учитывать два усло-
вия: 

- типологическая группировка должна выполняться только по суще-
ственным признакам; 

- при необходимости для характеристики различных типов выбира-
ются различные признаки. 

Структурная группировка. Число групп должно отражать реальную 
структуру  изучаемой совокупности.   

В системе показателей, характеризующих группы, обязательно при-
сутствие показателя численности групп либо в виде частоты (количества 
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единиц в группе), либо в виде частости (удельного веса каждой группы в 
общей численности).  

Не допускается выделение пустых групп. Если проблема пустых 
групп возникает, то используются неравные интервалы. 

Для нахождения числа групп служит формула Стерджесса: 
n = 1 + 3,222 · lg N.     (2.1) 

В случае равных интервалов их величина может быть определена как  
      x = (xmax – xmin ) / n.      (2.2) 

 Если значения показателя распределены более менее равномерно, то 
интервалы значений показателя, соответствующие группам, выбираются 
следующим образом:  

(xмин, xмин + x), (xмин + x, xмин + 2x),…, (xмин + (к–1)x, xмакс)    (2.3) 

Если имеется небольшое количество резко отличающихся значений, 
то некоторые внутренние интервалы будут содержать очень малое либо 
нулевое число значений группировочного признака.  В этом случае нужно 
выделить промежуток (x`мин, x`мах), на котором основная масса значений 
распределена более менее равномерно. Этот промежуток разбивается на 
интервалы так же, как и в предыдущем случае. И вводятся дополнительно 
два интервала (xмин, x`мin) и (x`мах, xмах). 

Аналитическая группировка. Интервалы берутся равные или рав-
нонаполненные. Среди показателей групп обязательным является сред-
нее значение результативного показателя по каждой группе. Величина 
интервалов рассчитывается так же, как при построении структурной 
группировки. 

2.3. Ряды распределения 
Среди  простых  группировок  особо  выделяют  ряды распределения.     

Ряд распределения – это простая группировка (по одному признаку), в 
которой для характеристики групп (упорядоченно расположенных по зна-
чению признака) применяется один показатель – численность группы. 
Другими словами, это ряд чисел, показывающий, как распределяются еди-
ницы  некоторой совокупности на группы по изучаемому признаку.    

Ряды распределения представляются в виде групповой таблицы, в ска-
зуемом которой показывается число единиц в каждой группе (табл. 2.1). 

Ряды, построенные по атрибутивному признаку, называются атрибу-
тивными рядами распределения.  

Ряды распределения, построенные  по количественному признаку, на-
зываются вариационными рядами. Форма построения вариационного ря-
да зависит от характера изменения изучаемого признака, он может быть 
построен в форме дискретного ряда или в форме интервального ряда. 
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Таблица 2.1  
          Распределение студентов по успеваемости 

Оценка на экзамене  
Число студентов, полу-

чивших на экзамене соот-
ветствующую оценку 

5 2
4 16
3 10
2 4

Итого 32

По характеру вариации значений признака различают: 
– признаки с прерывным изменением значений (дискретные); 
– признаки с непрерывным изменением значений (непрерывные).  
Признаки с прерывным изменением могут принимать лишь конечное 

число определенных значений (например, тарифный разряд рабочих, число 
детей в семье, число станков, обслуживаемых одним рабочим). Признаки с 
непрерывным изменением могут принимать в определенных границах лю-
бые значения (например, стаж работы, пробег автомобиля, размер дохода и 
т. д.). 

Для признака, имеющего прерывное изменение и принимающего не-
большое количество значений, применяется построение дискретного ря-
да. В первой графе ряда указываются конкретные значения каждого инди-
видуального значения признака, во второй графе – численность единиц с 
соответствующим значением признака (табл 2.2). 

Таблица 2.2  
Сгруппированные данные в виде дискретного 

ряда распределения 

Несовпадающие между собой 
значения признака (вариан-

ты)
Частоты 

y1 f1

y2 f2

… … 
ym fm

Итого ∑fi 

Для количественного признака, имеющего непрерывное изменение, 
строится интервальный вариационный ряд (табл. 2.3), состоящий так же, 
как и дискретный ряд, из двух граф (варианты и частоты). При его постро-
ении в первой графе отдельные значения признака указываются в интерва-
лах «от – до», во второй графе – число единиц, входящих в интервал. Ин-
тервалы образуются, как правило, равные и закрытые. 
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Таблица 2.3 
Сгруппированные данные в виде интервального ряда  

распределения 

Интервалы значений призна-
ка Частоты 

Представители  
интервалов 

(a0 , a1) f1 y1 
(a1 , a2) f2 y2 

… … … 
(am-1 , am) fm ym 
Итого ∑fi  

Количество интервалов m (число групп), как правило, определяется по 
формуле Стерджесса (см. выше), а их величина как (хmax – хmin) / m. 

Вариационный ряд, представленный в виде таблицы, состоящей из 
двух граф (варианты и частоты), иногда дополняется другими графами, не-
обходимыми для вычисления отдельных статистических показателей или 
для более отчетливого выражения характера вариации изучаемого призна-
ка (табл. 2.4).  

Такими показателями являются: 

− относительные частоты (частости):   
N

f
f i

i ' ,    (i =  1, 2, …, m); 

− накопленные частоты:   ,
1




i

j
ji fS    (i =  1, 2, …, m); 

− накопленные относительные частоты:  
N

S
S i

i '    (i =  1, 2, …, m). 

Таблица 2.4  
Выполнение норм выработки рабочими цеха 

Группы рабочих 
по выработки 

(% выполнения 
плана), 

х 

Число 
рабочих 

(частоты),  
f 

Частости, 
 f ’ 

Накопленные 
частоты,  

S 

Относительные 
накопленные 
частоты, S’ 

в долях в %   

80 – 90 2 0,022 2,2 2 0,022 
90 – 100 22 0,245 24,5 24 0,267 
100 – 110 48 0,533 53,3 72 0,800 
110 – 120 16 0,178 17,8 88 0,978 
120 – 130 2 0,022 2,2 90 1,000 
Итого 90 1,000 100,0   
 
Накопленные частоты показывают, сколько единиц совокупности 

имеют значение признака не больше, чем данное значение, и исчисляются 
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путем последовательного прибавления к частоте первого интервала частот 
последующих интервалов. 

Первым этапом изучения вариационного ряда является построение его 
графического изображения. Дискретный вариационный ряд изоб-
ражается в виде так называемого полигона, или многоугольника, распре-
деления частот, являющегося разновидностью статистических ломаных. 
Для изображения интервального ряда применяются полигон распределе-
ния частот и гистограмма частот. 

Строятся графики в прямоугольной системе координат. При построе-
нии полигона частот на оси абсцисс в одинаковом масштабе откладывают-
ся направо в порядке возрастания значения признака (для дискретного ха-
рактера) или центральные значения интервалов (для интервальных рядов); 
по оси ординат наносится шкала для выражения величин частот. Из точек 
на оси абсцисс, соответствующих величине признака, восстанавливаются 
перпендикуляры высотой, соответствующей частоте; вершины перпенди-
куляров соединяются отрезками прямой. Крайние точки полученной лома-
ной соединяются с лежащими на оси абсцисс следующими (меньшими и 
большими) возможными, но фактически не наблюдающимися значениями 
признака, частота которых, очевидно, равна 0. Замкнутая с осью абсцисс 
ломаная линия представляет полигон распределения частот. 

Гистограмма применяется для графического изображения интерваль-
ного вариационного ряда и представляет собой совокупность примыкаю-
щих прямоугольников, основаниями которых служат интервалы, характе-
ризующие группы и отложенные по оси абсцисс. Высоты прямоугольни-
ков пропорциональны плотностям относительных частот (плотность отно-
сительной частоты − отношение относительной частоты к ширине интер-
вала). В случае равенства интервалов высоты  прямоугольников получают-
ся пропорциональными  частотам. Гистограмма может быть преобразована 
в полигон распределения, если середины верхних сторон соседних прямо-
угольников соединить прямыми линиями. 

В ряде случаев для изображения вариационных рядов используется 
кумулятивная кривая (кумулята), которая строится также, как полигон, 
но по накопленным частотам. Она особенно удобна для сравнения вариа-
ционных рядов. Накопленные частоты наносятся на чертеж в виде точек, 
ординаты которых пропорциональны накопленным частотам. Соединяя 
точки прямыми, получают ломаную линию, которая, начиная с нуля, не-
прерывно поднимается над осью абсцисс до тех пор, пока не достигнет вы-
соты, соответствующей общей сумме частот. 

2.4. Многомерная группировка. Метод шаров 
Многомерная группировка − группировка, которая производится од-

новременно по двум и более признакам. В этом случае объекты, образую-
щие группы, могут иметь различные значения  классификационных при-

22



  23

знаков. Как правило, многомерные группировки относятся к типологиче-
скому виду. 

При формировании многомерных группировок могут применяться 
следующие способы: 

- способ последовательных разбиений, согласно которому все объек-
ты, заключенные в одну группу, имеют одинаковые значения  классифика-
ционных признаков; 

- способ многомерной классификации. В этом случае объекты, обра-
зующие группы, могут иметь различные значения  классификационных 
признаков. 

Одним из методов проведения многомерной классификации является 
метод шаров.  

Реализация метода шаров осуществляется в 3 этапа: 

1 этап. Вычисляются расстояния Cij между объектами i и j. 

 ,
1






l

k k

jkik
ij

X

xx
C       (2.4) 

где i, j – номер  объекта; k – номер показателя; l – количество показателей; 
__ 

kX – среднее значение k-показателя по всем объектам. 

2 этап. Определяется  величина радиуса шаров ρ по одной из формул 
(2.5), (2.6) 

;Cminxamρ)1 ij
jij 

      (2.5) 

,σmCρ2) c       (2.6) 

где 

 
.CminC,

n

CC
σ ,

n

C

C ij
ji

j

2

j
c

n

1j
j



 


 
  (2.7) 

Здесь m – целое неотрицательное число (m = 1, 2, 3). 

3 этап. Для каждого элемента подсчитывается число точек, находя-
щихся внутри шара 

 },:{  ijii CP      (2.8) 

где   i – означает i-подмножество множества   ( – множество всех объ-
ектов). Его образуют объекты Pi и Pj   , удовлетворяющие условию  Cij 
≠ . 

 Если обозначить через Ii объем i-подмножества,  то Imax,1 = max Ii  есть 
величина, определяющая численность первого выделяемого подмножества 
(первая группа). В случае  существования нескольких подмножеств с рав-
ными  максимальными объемами исчисляют сумму расстояний от центров 
выбранных шаров  до включенных в него элементов.  Первое подмножест-
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во образует объекты, которые содержатся в шаре с минимальной суммой 
расстояний между ними.  

Это подмножество обозначается  символом m1. Дальнейшие дейст-
вия производятся таким же образом, только они относятся не ко всем объ-
ектам, а лишь к тем, которые остались после исключения первого под-
множества. Это значит, что при дальнейшем выделении подмножеств  
рассматривается множество  \m1. Процедура продолжается до полного 
исчерпания множества   . 

Контрольные вопросы: 
1) Что понимается под сводкой и группировкой? 
2) Назовите виды сводок. 
3) Укажите задачи, решаемые с помощью метода группировки, и со-

ответствующие виды группировок. 
4) Какие задачи должны быть решены перед проведением группиров-

ки?    
5) Каковы особенности построения типологической группировки? 
6) Каковы особенности построения структурной группировки? 
7) Каковы особенности построения аналитической группировки? 
8) Что такое ряд распределения? Какие бывают ряды распределения? 
9) Какие виды графических изображений (диаграмм) используются 

для представления вариационных рядов? Укажите правила их построения. 
10) Как вычисляются расстояния между объектами при многомерной 

группировке? 
11) Какой имеет смысл и как вычисляется величина  в методе шаров? 
12) Как выделяется подмножество объектов, составляющих группу в 

методе шаров? 

Лабораторная работа № 2.  Простая структурная группировка                                   
Задание. Провести структурную группировку по заданному показате-

лю на основе  данных таблицы 2.9. При этом: 
а)  определить интервалы, характеризующие группы, и для каждой 

группы определить показатели их численности. Результаты представить в 
виде групповой таблицы 2.5. 

Таблица 2.5  
Таблица результатов 

№  
инт. 

Границы  
интервалов 

(аi ; bi) 

Частота /  
(численность  
группы) 

mj 

Частость  
(относительная 

частота) 
mj / N 

Плотность от-
носительных 

частот 
mj / (N·(bi – ai))

Накоплен-
ная частота 

∑ mj 

Накоп-
ленная 
частость 
∑ mj/ N 

1       
2       
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б) построить гистограмму, полигон и кумуляту для полученного ряда 
распределения (графически показать структуру явления). При построении 
гистограммы учитывать только группы с равными интервалами. 

Пример. Выполнить лабораторную работу при следующих исходных 
данных (табл. 2.6). 

Таблица 2.6  
Исходные данные 

№ Регион 
Террито-
рия, 

тыс. км2 
№ Регион 

Терри-
тория, 
тыс. км2

№ Регион 
Терри-
тория, 
тыс. км2 

1 Респ. Карелия 172,4 14 Московская обл. 47 27 Воронежская 
обл. 

52,4

2 Респ. Коми 415,9 15 Орловская обл. 24,7 28 Курская обл. 29,8
3 Архангельская обл. 587,4 16 Рязанская обл. 39,6 29 Липецкая обл. 24,1
4 Вологодская обл. 145,7 17 Смоленская обл. 49,8 30 Тамбовская обл. 34,3
5 Мурманская обл. 144,9 18 Тверская обл. 84,1 31 Респ. Калмыкия 76,1
6 Ленинградская обл. 85,9 19 Тульская обл. 25,7 32 Респ. Татарстан 68
7 Новгородская обл. 55,3 20 Ярославская обл. 36,4 33 Астраханская 

обл. 
44,1

8 Псковская обл. 55,3 21 Респ. Марий Эл 23,2 34 Волгоградская 
обл. 

113,9

9 Брянская обл. 34,9 22 Респ. Мордовия 26,2 35 Пензенская обл. 43,2
10 Владимирская обл. 29 23 Чувашская Респ. 18,3 36 Самарская обл. 53,6
11 Ивановская обл. 21,8 24 Кировская обл. 120,8 37 Саратовская 

обл. 
100,2

12 Калужская обл. 29,9 25 Нижегородская обл. 76,9 38 Ульяновская 
обл. 

37,3

13 Костромская обл. 60,1 26 Белгородская обл. 27,1   

Решение. Прежде всего упорядочим исходные данные по величине 
территории (группировочного признака). Результат показан в таблице 2.7. 

Таблица 2.7  
Упорядоченные исходные данные 

№ Регион 
Терри-
тория, 
тыс. км2 

№ Регион 
Террито-
рия, 

тыс. км2 
№ Регион 

Терри-
тория, 
тыс. км2

23 Чувашская Респ. 18,3 20 Ярославская обл. 36,4 31 Респ. Калмыкия 76,1 
11 Ивановская обл. 21,8 38 Ульяновская обл. 37,3 25 Нижегородская обл. 76,9 
21 Респ. Марий Эл 23,2 16 Рязанская обл. 39,6 18 Тверская обл. 84,1 
29 Липецкая обл. 24,1 35 Пензенская обл. 43,2 6 Ленинградская обл. 85,9 
15 Орловская обл. 24,7 33 Астраханская обл. 44,1 37 Саратовская обл. 100,2 
19 Тульская обл. 25,7 14 Московская обл. 47 34 Волгоградская обл. 113,9 
22 Респ. Мордовия 26,2 17 Смоленская обл. 49,8 24 Кировская обл. 120,8 
26 Белгородская обл. 27,1 27 Воронежская обл. 52,4 5 Мурманская обл. 144,9 
10 Владимирская обл. 29 36 Самарская обл. 53,6 4 Вологодская обл. 145,7 
28 Курская обл. 29,8 7 Новгородская обл. 55,3 1 Респ. Карелия 172,4 
12 Калужская обл. 29,9 8 Псковская обл. 55,3 2 Респ. Коми 415,9 
30 Тамбовская обл. 34,3 13 Костромская обл. 60,1 3 Архангельская обл. 587,4 
9 Брянская обл. 34,9 32 Респ. Татарстан 68    

Общее количество наблюдений N = 38.  
Количество интервалов по формуле Стерджесса:  
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n = 1 + 3,222 · lg N = 1+ 3,222· lg38 = 6,09 ≈ 6. 
Определим длину интервала: 

x = (xmax – xmin ) / n = (587,4 – 18,3) / 6 = 94,85. 
Результаты группировки показаны в таблице: 

№ Левая граница интервала Правая граница интерва-
ла 

Частоты 

1 18,3 113,2 31 
2 113,15 208 5 
3 208 302,9 0 
4 302,85 397,7 0 
5 397,7 492,6 1 
6 492,55 587,4 1 

Наличие групп с нулевой частотой является следствием того, что два 
последних значения резко отличаются по величине (415,9; 587,4). Моди-
фицируем группировку. Выделим отдельно интервал (172,4;  587,4), со-
держащий два максимальных значения. Оставшийся диапазон значений 
(18,3; 172,4) разобьем на равные  интервалы (их число равно 6). Получим 
x = (172,4  18,3) / 6 = 25,68. 

Результаты модифицированной группировки показаны в таблице 2.8 

Таблица 2.8  
Модифицированная группировка 

№  
инт. 

Границы  
интерва-

лов 
(аi ; bi) 

Частота /  
(числен-
ность  

группы) 
mj 

Частость  
(относитель-
ная частота) 

mj / N 

Плотность 
относитель-
ных частот 

mj / (N·(bi – ai))

Накоп-
ленная 
частота 
∑ mj 

Накоп-
ленная 
частость
∑ mj/ N 

1 
18,30 – 
43,98 

17 0,447 0,01741 17 0,447 

2 43,98 – 
69,67 

9 0,237 0,00923 26 0,684 

3 69,67 – 
95,35 

4 0,105 0,00409 30 0,789 

4 95,35 – 
121,03 

3 0,079 0,00308 33 0,868 

5 121,03 – 
146,72 

2 0,053 0,00206 35 0,921 

6 146,72 – 
172,40 

1 0,026 0,00101 36 0,947 

7 172,40 – 
587,4 

2 0,053 0,00013 38 1,000 

Построенные по результатам группировки графики показаны на рис. 2.1–2.4. 
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Рис. 2.1. Гистограмма 

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

0 100 200 300 400

Территория, тыс. кв. км

Ч
а
ст
о
та

 
Рис. 2.2. Полигон 
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Рис. 2.3. Кумулята 

 
Таблица 2.9 

Таблица вариантов к лабораторной работе № 2 

Вариант Таблица Графа Вариант Таблица Графа
1 2.10 2 14 2.12 3 
2 2.10 3 15 2.12 4 
3 2.10 4 16 2.12 5 
4 2.10 5 17 2.12 6 
5 2.10 6 18 2.12 7 
6 2.10 7 19 2.12 8 
7 2.10 8 20 2.12 9 
8 2.10 9 21 2.12 10 
9 2.11 2 22 2.12 11 
10 2.11 3 23 2.12 12 
11 2.11 4 24 2.12 13 
12 2.11 5 25 2.12 14 
13 2.12 2    
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Таблица 2.10 
Территория и административно-территориальное деление регионов    

Российской Федерации на 1 января 1998 г. 

Регион 
Т
ер
р
и
то
р
и
я,

 т
ы
с.

 к
м

2  

Ч
и
сл
ен
н
ос
ть

 п
ос
то
ян
н
ог
о 
н
а-

се
л
ен
и
я,

 т
ы
с.

 ч
ел
ов
ек

 

Ч
и
сл
о 

ж
и
те
л
ей

 

Административно-территориальное деле-
ние 

Р
ай
он
ы

 

Г
ор
од
а 

 
В
се
го

 

В
 т

. ч
. р
ес
п
уб
л
и
к
ан
ск
о-

го
, к
р
ае
во
го

, о
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ас
тн
ог
о 

и
 о
к
ру
ж
н
ог
о 
п
од
ч
и
н
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Г
ор
од
ск
и
е 
р
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он
ы

 (
ок

-
р
уг
а)

 

П
ос
ел
к
и

 г
ор
од
ск
ог
о 
ти

-
п
а 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 
Республика Карелия 172,4 775 4,5 16 13 7  11 
Республика Коми 415,9 1163 2,8 12 10 8 1 34 
Архангельская область 587,4 1492 2,5 20 14 8 9 38 
Вологодская область 145,7 1334 9,2 26 15 4  14 
Мурманская область 144,9 1034 7,1 5 16 13 3 16 
Ленинградская область 85,9 1674 74,4 17 29 19 • 37 
Новгородская область 55,3 737 13,3 21 10 3 • 22 
Псковская область 55,3 819 14,8 24 14 2  14 
Брянская область 34,9 1460 41,8 27 16 5 4 29 
Владимирская область 29,0 1625 56,0 16 22 10 3 36 
Ивановская область 21,8 1242 57,0 21 17 6 4 31 
Калужская область 29,9 1092 36,5 24 19 4 3 13 
Костромская область 60,1 791 13,2 24 12 8  8 
Московская область 47,0 6517 320,3 39 74 56  111 
Орловская область 24,7 906 36,7 24 7 3 3 14 
Рязанская область 39,6 1309 33,0 25 12 4 4 26 
Смоленская область 49,8 1153 23,1 25 15 2 3 15 
Тверская область 84,1 1626 19,3 36 23 12 4 33 
Тульская область 25,7 1780 69,3 23 21 9 5 49 
Ярославская область 36,4 1434 39,4 17 11 6 6 14 
Республика Марий Эл 23,2 763 32,9 14 4 3  17 
Республика Мордовия 26,2 944 36,0 22 7 3 3 19 
Чувашская Республика 18,3 1361 74,4 21 9 5 3 8 
Кировская область 120,8 1613 13,4 39 18 5 4 56 
Нижегородская область 76,9 3703 48,2 48 26 12 8 71 
Белгородская область 27,1 1482 54,7 21 9 6 2 21 
Воронежская область 52,4 2482 47,4 32 15 7 6 22 
Курская область 29,8 1332 44,7 28 10 5 3 23 
Липецкая область 24,1 1248 51,8 18 8 2 4 5 
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Окончание таблицы 2.10 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 
Тамбовская область 34,3 12,94 37,7 23 8 7 3 12 
Республика Калмыкия 76,1 317 4,2 13 3 1   
Республика Татарстан 68,0 3777 55,6 43 20 13 7 21 
Астраханская область 44,1 1023 23,2 11 6 3 4 11 
Волгоградская область 113,9 2700 23,7 33 19 6 8 26 
Пензенская область 43,2 1549 35,9 28 11 6 4 16 
Самарская область 53,6 3307 61,7 27 11 10 12 23 
Саратовская область 100,2 2721 27,2 38 18 13 6 30 
Ульяновская область 37,3 1479 39,6 21 6 3 4 33 
Республика Адыгея 7,6 450 59,2 7 2 2  5 
Республика Дагестан 50,3 2094 41,6 41 10 10 3 18 
Республика Ингушетия 19,3 313 57,3 20 3 3 6  
Чеченская Республика  792   5 5 4 3 
Кабардино-Балкарская 
Республика 12,5 786 62,9 9 7 2  4 
Карачаево-Черкесская 
Республика 14,1 434 30,8 8 4 2  7 
Республика Северная Осе-
тия  / Алания 8,0 661 82,7 8 6 1 4 7 

Краснодарский край 76,0 5015 66,0 38 26 15 11 23 
Ставропольский край 66,5 2653 39,9 26 18 10 3 7 
Ростовская область 100,8 4388 43,5 43 23 16 8 25 
Республика Башкортостан 143,6 4104 28,6 54 21 21 7 40 
Удмуртская Республика 42,1 1633 38,8 25 6 5 5 10 
Курганская область 71,0 1104 15,6 24 9 2  6 
Оренбургская область 124,0 2226 17,9 35 12 11 7 26 
Пермская область 160,6 2977 18,5 35 25 14 7 52 
Свердловская область 194,8 4646 23,9 30 47 34 12 100 
Челябинская область 87,9 3676 41,8 24 30 23 10 30 

 
Таблица 2.11  

Средняя месячная температура воздуха и количество осадков по Ев-
ропейским регионам Российской Федерации в 1997 г. 

Регион 
Средняя месячная темпера-
тура, градусов Цельсия 

Количество осадков, мм 

январь июль январь июль 
1 2 3 4 5 

Республика Карелия 11,2 17,1 44 54 
Республика Коми 23,1 11,4 23 33 
Архангельская область 16,6 13,6 37 28 
Вологодская область 13,7 17,0 44 26 
Мурманская область 12,0 11,5 36 27 
Ленинградская область 6,2 18,4 57 37 
Новгородская область 6,6 19,0 26 11 
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Окончание таблицы 2.11 

1 2 3 4 5 

Псковская область 5,4 18,5 32 22 
Брянская область 7,2 18,3 33 71 
Владимирская область 12,2 18,3 41 5 
Ивановская область 12,2 18,3 37 14 
Калужская область 8,0 18,0 30 82 
Костромская область 13,3 17,3 32 31 
Московская область 8,3 18,4 41 26 
Орловская область 8,0 18,0 23 179 
Рязанская область 10,4 18,5 35 24 
Смоленская область 6,7 18,3 26 81 
Тверская область 7,7 18,3 41 16 
Тульская область 8,0 18,0 42 99 
Ярославская область 13,3 17,3 50 21 
Республика Марий Эл 14,6 17,4 35 7 
Республика Мордовия 13,1 18,1 50 25 
Чувашская Республика 13,1 18,1 40 37 
Кировская область 17,4 16,6 39 12 
Нижегородская область 14,6 17,4 39 22 
Белгородская область 7,4 18,8 20 115 
Воронежская область 8,8 20,2 32 54 
Курская область 7,4 18,8 25 78 
Липецкая область 9,1 19,3 26 82 
Тамбовская область 9,1 19,3 28 73 
Республика Калмыкия 6,2 23,6 23 34 
Республика Татарстан 15,9 17,7 33 26 
Астраханская область 7,7 24,7 21 66 
Волгоградская область 9,8 22,0 30 33 
Пензенская область 11,0 19,4 43 37 
Самарская область 14,5 19,1 42 47 
Саратовская область 11,8 20,3 31 48 
Ульяновская область 13,8 19,1 47 16 
Республика Адыгея 3,2 20,6 93 137 
Республика Дагестан 2,1 23,5 13 31 
Республика Ингушетия 3,2 20,6 15 65 
Кабардино-Балкарская Республика 3,2 20,6 19 156 
Карачаево-Черкесская Республика 3,2 20,6 27 160 
Республика Северная Осетия / Алания 3,2 20,6 30 123 
Чеченская Республика 3,2 20,6   
Краснодарский край 1,6 20,8 53 102 
Ставропольский край 5,1 17,5 29 95 
Ростовская область 7,2 21,7 28 94 
Республика Башкортостан 17,6 16,3 50 46 
Удмуртская Республика 19,5 15,9 35 12 
Курганская область 18,3 17,0 37 47 
Оренбургская область 15,8 17,6 47 51 
Пермская область 21,9 14,4 36 25 
Свердловская область 22,1 14,7 35 45 
Челябинская область 17,4 15,8 32 51 
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Таблица 2.12 
Численность студентов высших учебных заведений по регионам 

 Российской Федерации (на начало учебного года; тысяч человек) 

Регион 
1970/ 

71 
1975/ 

76 
1980/ 

81 
1985/

86 
1990/

91 
1991/

92 
1992/

93 
1993/

94 

1994/95 1995/96 1996/
97

Г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ы
е 

ву
зы

 

Н
ег
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ы
е 

ву
зы

 

Г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ы
е 

ву
зы

 

Н
ег
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ы
е 

ву
зы

 

Г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ы
е 

ву
зы

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Республика Карелия 10,1 9,6 10,2 9,6 10,0 10,2 10,0 9,6 9,7  10,4  10,7
Республика Коми 7,9 11,4 12,6 12,0 10,6 10,7 10,5 10,8 11,3  12,9  13,7
Архангельская обл. 14,0 14,6 15,1 14,2 14,5 15,1 15,0 14,8 15,2 0,3 16,0 0,8 16,9
Вологодская обл. 12,7 15,7 18,7 17,6 16,3 16,6 16,4 17,4 18,1  18,9  19,8
Мурманская обл. 5,1 5,3 6,3 6,8 6,4 6,4 6,2 6,9 7,6 0,1 8,2 0,4 8,7
Новгородская обл. 4,4 6,0 6,8 7,5 8,9 9,1 9,2 9,0 9,4  10,3 0,1 11,5
Псковская обл. 7,7 8,8 10,6 10,3 9,7 9,5 9,1 8,7 8,8 0,2 9,0 0,2 9,2
Брянская обл. 14,2 15,4 16,9 17,6 17,1 16,9 16,4 15,6 15,5  15,7  16,1
Владимирская обл. 12,0 14,8 17,8 17,0 15,7 15,3 14,8 14,3 14,5  15,8 0,4 16,7
Ивановская обл. 24,3 27,1 29,9 29,4 29,5 28,2 26,8 25,4 24,9  25,0 0,1 25,9
Калужская обл. 6,2 7,4 8,9 9,1 11,3 11,7 11,6 11,2 11,2 0,1 11,0 0,2 11,4
Костромская обл. 13,1 13,0 13,3 12,5 12,5 12,1 11,8 11,7 11,8  11,9  12,6
Московская обл. 68,5 71,4 79,9 80,1 73,7 71,2 67,7 63,5 66,2 8,0 69,1 10,7 76,4
Орловская обл. 8,3 8,8 9,9 9,9 11,6 15,6 16,2 16,4 16,7  17,9  19,2
Рязанская обл. 18,8 18,9 20,4 18,7 18,7 18,2 17,5 16,3 16,0  16,6  17,2
Смоленская обл. 14,2 15,0 15,4 14,4 13,6 13,7 13,0 12,3 11,9 0,7 11,9 0,9 11,9
Тверская обл. 17,5 20,9 24,0 21,6 21,6 20,8 19,8 19,0 19,0  18,8  19,4
Тульская обл. 23,5 22,3 23,3 21,8 21,5 21,5 20,7 19,5 18,9  19,0  18,8
Ярославская обл. 16,5 20,4 22,7 20,9 21,9 22,9 22,5 22,0 22,1 0,3 22,5 0,4 23,0
Республика Марий Эл 11,7 15,4 17,0 15,7 15,1 14,6 13,8 13,1 13,1 0,4 13,5 0,6 14,4
Республика Мордовия 18,7 19,5 20,7 20,0 21,9 22,2 21,4 22,1 22,9  24,3 0,5 25,5
Чувашская Республика 12,6 14,8 17,4 17,9 19,3 18,7 18,6 18,3 18,9  20,7  24,0
Кировская обл. 15,8 17,4 18,3 17,3 17,2 17,0 17,0 16,1 16,2 0,5 16,4 0,7 16,8
Нижегородская обл. 62,2 66,3 68,0 61,7 60,3 59,3 56,6 57,2 55,7 0,1 58,3 0,1 61,2
* Белгородская обл. 6,2 8,2 12,0 19,0 18,7 18,2 17,9 18,3 19,5  22,2  25,6
Воронежская обл. 56,6 58,5 60,0 56,8 55,2 54,3 52,4 50,5 50,4 0,1 50,4 0,5 51,2
Курская обл. 16,5 18,6 20,7 19,7 20,5 20,5 20,1 19,8 20,0 0,1 20,8 0,2 21,0
Липецкая обл. 7,7 9,9 11,3 11,1 12,6 12,7 12,4 12,1 12,2  12,8  13,9
Тамбовская обл. 15,7 15,4 16,5 15,4 16,9 17,3 17,0 16,5 17,0  18,1  19,2
 Республика Калмыкия 2,5 4,7 4,4 4,5 5,0 5,0 5,0 5,0 5,1  5,5  5,9
Республика Татарстан 60,3 66,8 72,5 70,0 69,6 69,1 66,0 63,8 63,0 1,5 65,2 2,4 67,9
Астраханская обл. 12,5 13,5 14,2 13,9 12,6 12,6 12,1 11,9 12,7  13,2 0,3 13,8
Волгоградская обл. 35,0 37,5 40,5 39,0 39,0 38,9 37,5 37,1 38,3 0,1 41,2 0,2 44,4
 Пензенская обл. 20,3 23,1 25,7 23,9 23,4 23,3 22,3 21,5 21,5  22,2  22,9
Самарская обл. 56,3 66,9 72,5 72,5 74,9 73,4 69,8 65,7 64,4 1,5 66,4 2,1 67,4
 Саратовская обл. 54,9 59,6 63,3 58,5 57,8 56,6 54,4 51,7 51,9 0,1 53,3 0,2 55,3
Ульяновская обл. 16,3 17,6 17,7 17,2 18,4 18,6 19,0 18,9 19,2  20,5  22,9
Республика Адыгея 3,6 4,0 4,0 4,9 5,3 5,5 5,4 5,4 6,2  7,4  9,6
Республика Дагестан 20,4 22,9 26,2 24,8 28,0 28,0 27,3 26,7 28,4 4,2 30,9 5,5 34,7
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Окончание таблицы 2.12 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Республика Ингуше-
тия  / Чеченская Рес-
публика 

12,8 11,4 12,2 13,6 16,5 16,8 14,9 13,1   913,2  1,7 

Кабардино-Балкарс-
кая республика 9,0 8,7 8,9 9,8 12,2 12,6 12,8 12,4 12,9  13,6  14,3 

Карачаево-Черкес-
ская республика 2,1 2,7 3,4 3,9 4,1 4,3 4,9 5,3 6,2  6,9  7,8 

Республика Северная 
Осетия / Алания 19,8 18,1 19,2 17,7 18,8 17,9 17,8 17,0 18,1  19,0  19,9 

Краснодарский край 43,9 47,5 51,6 46,7 46,0 47,1 47,5 46,2 47,1 13,5 49,3 13,9 54,5
Ставропольский край 23,3 29,0 34,1 31,8 30,0 29,6 28,2 27,6 27,7 6,9 29,4 7,6 32,7
Ростовская обл. 94,2 101,8 107,3 98,0 89,6 87,4 82,5 80,1 82,6 1,1 86,9 2,8 91,3
Республика Башкор-
тостан 42,7 49,3 54,7 55,5 53,3 52,3 51,1 48,2 49,8  51,6  55,1 

Удмуртская Респуб-
лика 21,4 23,4 26,2 25,6 24,3 24,8 23,8 23,8 24,8  27,6  30,1 

Курганская обл. 15,3 14,9 15,2 14,4 14,3 14,5 13,9 13,3 13,1 0,1 13,3 0,1 13,6
Оренбургская обл. 17,4 20,2 22,6 22,5 24,5 24,5 24,4 24,7 25,6 0,1 28,6 0,2 31,6
Пермская обл. 41,7 45,3 50,0 49,5 45,6 44,3 42,6 40,9 40,1 0,2 40,9 0,9 42,8
Свердловская обл. 88,1 88,5 91,5 91,0 85,2 82,8 79,9 76,2 76,4 1,9 82,0 3,2 87,4
Челябинская обл. 50,5 56,5 63,1 59,7 56,5 54,9 52,8 51,1 50,2 1,2 54,9 1,4 60,3

Лабораторная работа № 3.  Многомерная группировка. Метод шаров 
Задание. С помощью метода  шаров осуществить многомерную груп-

пировку объектов Pi (i = 1,…,n), каждый из которых характеризуется набо-
ром значений  xij (j = 1,…,l) показателей Xj (j = 1,…,l), используя два спосо-
ба определения величины  (полагая m = 1 во втором способе). Сравнить 
полученные группировки по количеству выделенных типов.  По каждой 
группе указать номера объектов, вошедших в данную группу. Исходные 
данные для выполнения лабораторной работы берутся из  таблицы 2.13. 

Пример. Провести группировку 9 объектов, образующих  множество 
{Vi}. Расстояния между объектами представлены в таблице (матрица рас-
стояний симметрична):  

Объекты 
Объекты V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7 V8 V9 

V1 0 6 11 14 18 23 26 32 38
V2 6 0 5 8 12 17 20 26 32
V3 11 5 0 3* 9 12 15 21 27
V4 14 8 3 0* 4 9 12 18 24
V5 18 12 9 4* 0 5 8 14 20
V6 23 17 12 9 5 0 3 9 15
V7 26 20 15 12 8 3 0 6 12
V8 32 26 21 18 14 9 6 0 6
V9 38 32 27 24 20 15 12 6 0

Min Cij по столбцу 6 5 3 3 4 3 3 6 6 

ρ = Max min Cij 6    
Ii 2 3 3 3 3 3 3 3 2

Сумма Cij по 
столбцу 

 11 8 7* 9 8 9 12  
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Решение  
Способ 1. Величина  вычисляется согласно (2.5) и на первом этапе 

принимает значение принимает значение: 
.6)minmax( 

 ij
ji

C  

Для каждого объекта Vj  определяется  Ii – число объектов, входящих в 
его шар, т. е. число объектов, для которых Cij ≤ 6. 

 В нашем примере 6 столбцов имеют  Ii = Imax = 3. В этом случае мы 
выбираем тот столбец, в котором  сумма расстояний  (строка «Сумма Cij по 
столбцу» таблицы) между элементами, удовлетворяющими условию Cij ≤ 6, 
является минимальной. 

Это столбец V4,  и, следовательно, первое подмножество  образует  
элементы {3,4,5}. 

На  следующем этапе первое подмножество удаляется из матрицы 
расстояний. Вычеркивая 3, 4 и 5 строки и столбцы, получаем новую табли-
цу: 

Объекты 
Объекты 

V1 V2 V6 V7 V8 V9 

V1 0 6 23 26 32 38 
V2 6 0 17 20 26 32 
V6 23 17 0 3* 9 15 
V7 26 20 3 0* 6 12 
V8 32 26 9 6* 0 6 
V9 38 32 15 12 6 0 

Min Cij по столбцу 6 6 3 3 6 6 

ρ = Max min Cij 6      

Ii 2 2 2 3* 3 2 
Сумма Cij по столбцу    9 12  

    Аналогично определяем элементы второго множества. Два столбца 
V7 и V8 имеют Imax = 3. Так как значение строки «Сумма» у столбца V7 
меньше, то выбираем соответствующее ему множество i и получаем вто-
рое подмножество (группу) {6,7,8}.  

Элементы выявленного  подмножества исключаются из матрицы рас-
стояний и получается матрица:  

Объекты
Объекты 

V1 V2 V9 

V1 
V2 
V9 

0
6 
38

6
0 
32

38 
32 
0 

Min Cij по столбцу 6 6 32 

ρ = Max min Cij 32  

Ii 2 3 2 

Сумма Cij по столбцу  
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 В результате новой итерации будем иметь подмножество  {1,2,9}. 
Таким образом, применив метод шаров, мы распределили  объекты по 

трем группам: {3,4,5},  {6,7,8}, {1,2,9}. 

Способ 2. Величина  вычисляется согласно (2.6). На первом шаге 
матрица расстояний имеет аналогичный вид: 

Объекты 
Объекты V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7 V8 V9 

V1 0 6 11 14 18 23 26 32 38 
V2 6 0 5 8 12 17 20 26 32 
V3 11 5 0 3* 9 12 15 21 27 
V4 14 8 3 0* 4 9 12 18 24 
V5 18 12 9 4* 0 5 8 14 20 
V6 23 17 12 9 5 0 3 9 15 
V7 26 20 15 12 8 3 0 6 12 
V8 32 26 21 18 14 9 6 0 6 
V9 38 32 27 24 20 15 12 6 0 

cσmCρ   5.666    

Ii 2 3 3 3 3 3 3 3 2

Сумма Cij по 
столбцу 

   11 8 7* 9 8 9 12 

Вычисляя , согласно (2.6) и (2.7) получим: 
 

В результате на первом шаге получаем множество {V3,V4,V5}. 
На втором шаге матрица расстояний принимает вид: 

 

Объекты 
Объекты 

V1 V2 V6 V7 V8 V9 

V1 0 6 23 26 32 38
V2 6 0 17 20 26 32
V6 23 17 0 3* 9 15
V7 26 20 3 0* 6 12
V8 32 26 9 6* 0 6
V9 38 32 15 12 6 0

cσmCρ   6,414   

Ii 2 2 2 3* 3 2 
Сумма Cij по столб-

цу 
   9 12  

6,4141,414,   5,  C . 

На втором шаге получаем множество {V6,V7,V8}. 

5,666.1,333,4,333,  C  
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На третьем шаге матрица расстояний принимает вид: 

Объекты
Объекты 

V1 V2 V9 

V1 
V2 
V9 

0
6 
38

6
0 
32

38 
32 
0 

cσmCρ   26,923   

Ii 2* 2 1 
Сумма Cij по столбцу 6 6  

 
      

На данном шаге получим два множества {V1,V2}  и  {V9}. 
В итоге второй метод дает разбиение исходного множества на 4 группы: 

{3,4,5},  {6,7,8}, {1,2}, {9}. 
 Согласно первому методу группировки выделены 3 группы (типа), а 

согласно второму методу − четыре группы. Можно сказать, что решение о 
включении объекта V9 в одну группу с объектами V1 и V2 (согласно пер-
вому методу)  достаточно спорно, так как расстояние между V1 и V2 более 
чем в 5 раз меньше, чем расстояние от любого из них до объекта V9. Таким 
образом, второй метод определения радиуса шаров дал более доверитель-
ные результаты. 

26,923.12,257,14,666,  C
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Таблица 2.13 
Исходные данные к лабораторной работе № 3 

Вариант 1      Вариант 5     

Объекты Показатели  Объекты Показатели 
 1 2 3 4   1 2 3 4 

1 5 5 5 5  1 7.5 125 1 2 
2 1 1 1 1  2 1.5 25 0.2 0.4 
3 4 5 4 5  3 6 125 1 1.6 
4 1 2 4 5  4 1.5 50 0.4 0.4 
5 3 3 3 3  5 4.5 75 0.6 1.2 
6 2 2 5 4  6 3 50 0.4 0.8 
7 2 2 4 4  7 3 50 0.4 0.8 
8 4 4 2 1  8 6 100 0.8 1.6 
9 1 2 2 1  9 1.5 50 0.4 0.4 

10 5 4 1 2  10 7.5 100 0.8 2 

Вариант 2      Вариант 6     

Объекты Показатели  Объекты Показатели 
 1 2 3 4   1 2 3 4 

1 5 15 1.5 5  1 5 0.96 16 0.5 
2 1 3 0.3 1  2 1 0.24 16 0.1 
3 4 12 1.2 5  3 5 0.72 12 0.5 
4 1 3 1.2 5  4 2 0.48 20 0.2 
5 3 9 0.9 3  5 3 0.48 16 0.3 
6 2 6 1.5 4  6 2 0.96 8 0.2 
7 2 6 1.2 4  7 2 0.24 8 0.2 
8 4 12 0.6 1  8 4 1.2 4 0.4 
9 1 3 0.6 1  9 2 1 1 0.2 

10 5 15 0.3 2  10 4 6 2 0.4 

Вариант 3      Вариант 7     

Объекты Показатели  Объекты Показатели 
 1 2 3 4   1 2 3 4 

1 5 25 1 10  1 7.5 20 1.5 2 
2 1 5 0.2 2  2 1.5 4 0.3 0.4 
3 5 25 0.8 8  3 7.5 20 1.2 2 
4 2 10 0.2 8  4 3 20 0.3 0.8 
5 3 15 0.6 6  5 4.5 12 0.9 1.2 
6 2 10 0.4 10  6 3 16 0.6 0.8 
7 2 10 0.4 8  7 3 16 0.6 0.8 
8 4 20 0.8 4  8 6 4 1.2 1.6 
9 2 10 0.2 4  9 3 4 0.3 0.8 

10 4 20 1 2  10 6 8 1.5 1.6 

Вариант 4      Вариант 8     

Объекты Показатели  Объекты Показатели 
 1 2 3 4   1 2 3 4 

1 5 4.8 10 0.5  1 5.5 20 1 32 
2 1 4.8 10 0.1  2 1.1 4 0.2 32 
3 5 3.6 6 0.4  3 5.5 20 1 24 
4 2 6 8 0.1  4 2.2 20 0.4 40 
5 3 4.8 8 0.3  5 3.3 12 0.6 32 
6 2 2.4 2 0.2  6 2.2 16 0.4 16 
7 2 2.4 2 0.2  7 2.2 16 0.4 16 
8 4 1.2 4 0.4  8 4.4 4 0.8 8 
9 2 1 1 0.1  9 2.2 4 0.4 2 

10 4 6 2 0.5  10 4.4 8 0.8 4 
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Продолжение таблицы 2.13 

Вариант 9      Вариант 10     

Объекты Показатели  Объекты Показатели 
  2 3 4   1 2 3 4 

1 11,25 40 1,5 3  1 5,5 2 1,1 2 
2 2,25 8 0,3 0,6  2 1,1 0,4 0,22 0,4 
3 9 32 1,5 2,4  3 5,5 1,6 1,1 2 
4 2,25 32 0,6 0,6  4 2,2 0,4 0,44 0,8 
5 6,75 24 0,9 1,8  5 3,3 1,2 0,66 1,2 
6 4,5 40 0,6 1,2  6 2,2 0,8 0,44 0,8 
7 4,5 32 0,6 1,2  7 2,2 0,8 0,44 0,8 
8 9 16 1,2 2,4  8 4,4 1,6 0,88 1,6 
9 2,25 16 0,6 0,6  9 2,2 0,4 0,44 0,8 

10 11,25 8 1,2 3  10 4,4 2 0,88 1,6 

Вариант 11      Вариант 12     

Объекты Показатели  Объекты Показатели 
 1 2 3 4   1 2 3 4 

1 5 200 2,25 3  1 5 1,8 4,8 1,125 
2 1 40 0,45 0,6  2 1 0,72 1,2 0,225 
3 5 160 1,8 3  3 5 1,08 3,6 0,9 
4 2 160 0,45 1,2  4 2 0,72 2,4 0,225 
5 3 120 1,35 1,8  5 3 0,72 2,4 0,675 
6 2 200 0,9 1,2  6 2 1,44 4,8 0,45 
7 2 160 0,9 1,2  7 2 0,72 1,2 0,45 
8 4 80 1,8 2,4  8 4 1,44 6 0,9 
9 2 80 0,45 1,2  9 2 1 1 0,225 

10 4 40 2,25 2,4  10 4 6 2 1,125 

Вариант 13      Вариант 14     

Объекты Показатели  Объекты Показатели 
 1 2 3 4   1 2 3 4 

1 10 10 10 10  1 12,5 130 6 7 
2 6 6 6 6  2 6,5 30 5,2 5,4 
3 9 10 9 10  3 11 130 6 6,6 
4 6 7 9 10  4 6,5 55 5,4 5,4 
5 8 8 8 8  5 9,5 80 5,6 6,2 
6 7 7 10 9  6 8 55 5,4 5,8 
7 7 7 9 9  7 8 55 5,4 5,8 
8 9 9 7 6  8 11 105 5,8 6,6 
9 6 7 7 6  9 6,5 55 5,4 5,4 

10 10 9 6 7  10 12,5 105 5,8 7 

Вариант 15      Вариант 16     

Объекты Показатели  Объекты Показатели 
 1 2 3 4   1 2 3 4 

1 10 20 6,5 10  1 10 5,96 21 5,5 
2 6 8 5,3 6  2 6 5,24 21 5,1 
3 9 17 6,2 10  3 10 5,72 17 5,5 
4 6 8 6,2 10  4 7 5,48 25 5,2 
5 8 14 5,9 8  5 8 5,48 21 5,3 
6 7 11 6,5 9  6 7 5,96 13 5,2 
7 7 11 6,2 9  7 7 5,24 13 5,2 
8 9 17 5,6 6  8 9 6,2 9 5,4 
9 6 8 5,6 6  9 7 6 6 5,2 

10 10 20 5,3 7  10 9 11 7 5,4 
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Окончание таблицы 2.13 

Вариант 17      Вариант 18     

Объекты Показатели  Объекты Показатели 
 1 2 3 4   1 2 3 4 

1 10 30 6 15  1 12,5 25 6,5 7 
2 6 10 5,2 7  2 6,5 9 5,3 5,4 
3 10 30 5,8 13  3 12,5 25 6,2 7 
4 7 15 5,2 13  4 8 25 5,3 5,8 
5 8 20 5,6 11  5 9,5 17 5,9 6,2 
6 7 15 5,4 15  6 8 21 5,6 5,8 
7 7 15 5,4 13  7 8 21 5,6 5,8 
8 9 25 5,8 9  8 11 9 6,2 6,6 
9 7 15 5,2 9  9 8 9 5,3 5,8 

10 9 25 6 7  10 11 13 6,5 6,6 

Вариант 19      Вариант 20     

Объекты Показатели  Объекты Показатели 
 1 2 3 4   1 2 3 4 

1 10 9,8 15 5,5  1 10,5 25 6 37 
2 6 9,8 15 5,1  2 6,1 9 5,2 37 
3 10 8,6 11 5,4  3 10,5 25 6 29 
4 7 11 13 5,1  4 7,2 25 5,4 45 
5 8 9,8 13 5,3  5 8,3 17 5,6 37 
6 7 7,4 7 5,2  6 7,2 21 5,4 21 
7 7 7,4 7 5,2  7 7,2 21 5,4 21 
8 9 6,2 9 5,4  8 9,4 9 5,8 13 
9 7 6 6 5,1  9 7,2 9 5,4 7 

10 9 11 7 5,5  10 9,4 13 5,8 9 

Вариант 21      Вариант 22     

Объекты Показатели  Объекты Показатели 
 1 2 3 4   1 2 3 4 

1 16,25 45 6,5 8  1 10,5 7 6,1 7 
2 7,25 13 5,3 5,6  2 6,1 5,4 5,22 5,4 
3 14 37 6,5 7,4  3 10,5 6,6 6,1 7 
4 7,25 37 5,6 5,6  4 7,2 5,4 5,44 5,8 
5 11,75 29 5,9 6,8  5 8,3 6,2 5,66 6,2 
6 9,5 45 5,6 6,2  6 7,2 5,8 5,44 5,8 
7 9,5 37 5,6 6,2  7 7,2 5,8 5,44 5,8 
8 14 21 6,2 7,4  8 9,4 6,6 5,88 6,6 
9 7,25 21 5,6 5,6  9 7,2 5,4 5,44 5,8 

10 16,25 13 6,2 8  10 9,4 7 5,88 6,6 

Вариант 23      Вариант 24     

Объекты Показатели  Объекты Показатели 
 1 2 3 4   1 2 3 4 

1 10 205 7,25 8  1 10 6,8 9,8 6,125 
2 6 45 5,45 5,6  2 6 5,72 6,2 5,225 
3 10 165 6,8 8  3 10 6,08 8,6 5,9 
4 7 165 5,45 6,2  4 7 5,72 7,4 5,225 
5 8 125 6,35 6,8  5 8 5,72 7,4 5,675 
6 7 205 5,9 6,2  6 7 6,44 9,8 5,45 
7 7 165 5,9 6,2  7 7 5,72 6,2 5,45 
8 9 85 6,8 7,4  8 9 6,44 11 5,9 
9 7 85 5,45 6,2  9 7 6 6 5,225 

10 9 45 7,25 7,4  10 9 11 7 6,125 
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3. СРЕДНИЕ ВЕЛИЧИНЫ И ПОКАЗАТЕЛИ ВАРИАЦИИ 

3.1. Средние величины 
Средняя величина представляет собой обобщающий показатель, ха-

рактеризующий типичный уровень явления. Можно сказать, что средняя 
величина выражает величину признака, отнесенную к единице совокупно-
сти. 

В средних величинах погашаются индивидуальные различия единиц 
совокупности, обусловленные случайными обстоятельствами. Средняя ве-
личина всегда именованная, она имеет ту же размерность, что и признак у 
отдельных единиц совокупности. 

Объективность и типичность статистической средней обеспечивается 
лишь при определенных условиях. Первое условие – средняя должна вы-
числяться для качественно однородной совокупности. Для получения од-
нородной совокупности необходима группировка данных, поэтому расчет 
средней должен сочетаться с методом группировок. Второе условие – для 
исчисления средних должны быть использованы массовые данные. В 
средней величине, исчисленной на основе данных о большом числе единиц 
(массовых данных), колебания в величине признака, вызванные случайны-
ми причинами, погашаются и проявляется общее свойство (типичный раз-
мер признака) для всей совокупности. 

При использовании средних в практической работе и научных иссле-
дованиях необходимо иметь в виду, что за средним показателем скрыва-
ются особенности различных частей изучаемой совокупности, поэтому 
общие средние для однородной совокупности должны дополняться груп-
повыми средними, характеризующими части совокупности. 

Исходные данные для расчета средних величин являются результата-
ми наблюдений за уровнями некоторого признака у различных единиц со-
вокупности или в различных условиях и могут представлены как в не-
сгруппированном (как набор значений x1, x2, ,..., xn), так и в сгруппирован-
ном виде (табл. 2.2, 2.3). 

Средние величины по способу вычисления делятся на два класса: сте-
пенные средние и структурные средние. 

К степенным средним относятся такие наиболее известные и часто 
применяемые виды, как средняя геометрическая, средняя арифметическая 
и средняя квадратическая. 

К структурным средним относятся мода и медиана. 
Средняя величина обозначается через x . Черта над буквой символи-

зирует процесс осреднения индивидуальных значений. Частота значения 
признака,     т. е. повторяемость индивидуальных значений признака либо 
частота группового интервала, обозначается буквой  fi. 

40



  41

Степенные средние в зависимости от представления исходных данных 
могут быть простыми и взвешенными.  

Простая степенная средняя считается  по несгруппированным  дан-
ным и вычисляется по формуле 

k

n

i

k
i

n

x
x


 1

٫     (3.1) 
где xi – варианта (значение) усредняемого признака; k – показатель степени 
средней; n – число вариант. 

Взвешенная степенная средняя рассчитывается по сгруппированным 
данным, представленным в виде вариационного ряда (табл. 2.2, 2.3)  

  k n
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i
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i
i
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i

f

fy
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







1

1
,     (3.2) 

где yi – варианта (значение) усредняемого признака в случае дискретного 
ряда распределения или представитель интервала, в котором измеряется 
варианта, в случае интервального ряда; k – показатель степени средней;  
fi – частота, показывающая, сколько раз встречается i-e значение усред-
няемого признака. 

В дальнейшем при написании формул средних подстрочные значки i, 
n использоваться не будут, но подразумевается, что суммируются все про-
изведения yi

k fi . 
В зависимости от степени k получаются различные виды средних ве-

личин, их формулы представлены в табл. 3.1. 
Как видно из данных табл. 3.3, взвешенные средние учитывают, что 

отдельные варианты значений признака имеют различную численность, 
поэтому каждый вариант «взвешивают» по своей частоте, т. е. умножают 
на нее. Частоты характеризуют повторяемость отдельного значения при-
знака и называются статистическими весами, или просто весами сред-
ней. 

Отметим, что статистический вес – понятие более широкое, чем час-
тота − это величина, отражающая повторяемость, распространенность от-
дельного значения признака. В качестве веса могут применяться различ-
ные величины (в табл. 3.1 они обозначены буквой w). Например, при рас-

чете средней продолжительности рабочего дня d по предприятию единст-
венно правильным будет взвешивание по количеству отработанных чело-
веко-дней sj продолжительностью dj, т. е. 
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Таблица 3.1  

Формулы различных видов степенных средних величин 

Значение 
показате-
ля степе-
ни к 

Наименование  
средней 

Формула средней  
Простая Взвешенная 

−1 Гармониче-
ская 





n

i ix

n
x

1

1  








m

j j

j

m

j
j

y

w

w

x

1

1
,  jjj fyw   

0 Геометриче-
ская 

n
nxxxx  ...21   f f

m
ff mxxyx ...2

2

1

1

 
1 Арифметиче-

ская 

n

x
x

n

i
i

 1
 






m

j
j

m

j
jj

f

fy

x

1

1
 

2 Квадратиче-
ская 

n

x
x

n

i
i

 1

2

 k m

j
j

m

j
jj

f

fy

x









1

1

2

 

Если обозначить через qj количество продукции конкретного вида, 
произведенную на j-предприятии с себестоимостью zj, то средняя себе-
стоимость будет вычисляться по формуле 
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 Частоты отдельных вариантов могут быть выражены не только абсо-
лютными величинами, но и относительными – частостями (относитель-
ными частотами). 

Действует правило мажорантности средних: с увеличением показате-
ля степени k увеличивается и соответствующая средняя величина. 

квадрарифмгеомгарм xxxx   .    (3.3) 

Средняя арифметическая и средняя гармоническая – наиболее 
распространенные виды средней, получившие широкое применение в пла-
новых расчетах, при расчете общей средней из средних групповых, а также 
при выявлении взаимосвязи между признаками с помощью группировок. 
Выбор средней арифметической и средней гармонической определяется 
характером имеющейся в распоряжении исследователя информации. 

Средняя квадратическая применяется для расчета среднего квадрати-
ческого отклонения (σ), являющегося показателем вариации признаков. 

Средняя геометрическая (простая) используется при вычислении 
среднего коэффициента (темпа) роста в рядах динамики. 

Структурные средние – мода и медиана – применяются для изучения 
внутреннего строения рядов распределения значений признака, а также для 
оценки средней величины (степенного типа), если по имеющимся стати-
стическим данным ее расчет не может быть выполнен. Структурные сред-
ние выступают как конкретные величины, совпадающие с вполне опреде-
ленными вариантами совокупности. Это делает их незаменимыми при ре-
шении ряда практических задач. 

Медианой (Me) называется значение признака, которое лежит в сере-
дине ранжированного ряда и делит этот ряд на две равные по численности 
части. 

Ранжированный ряд – ряд, расположенный в порядке возрастания 
или убывания значений признака. 

Для определения медианы сначала определяют ее место в ряду (меди-
анный номер), используя формулу 

,
2

1


n
NMe      (3.4) 

где п – число членов ряда. 
Если ряд состоит из четного числа членов, то за медиану условно 

принимают среднюю арифметическую их двух срединных значений. 
Если данные наблюдений сгруппированы и представлены в виде дис-

кретного вариационного ряда, то численное значение медианы определяют 
по накопленным частотам. Медианой является первое значение, для кото-
рого сумма накопленных частот превысит значение медианного номера. 
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Пример 1. По данным обследования 101 семьи (таблица 3.2) требу-
ется определить медиану распределения семей по числу имеющихся у 
них детей 

Таблица 3.2  
Распределение семей по количеству детей 

Номер 
группы 

i 

Число детей  
в семье 

xi 

Частоты 
 (число  семей) 

fi 

Накопленные часто-
ты 

Si = 


i

k
kf

1

 

1 1 10 10 
2 2 42 52 
3 3 28 80 
4 4 11 91 
5 5 6 97 
6 6 и более 4 101 
 Итого 101  

Найдем медианный номер 

51
2

1101

2

1








n
N Me . 

Следовательно, медианой является значение x3 = 3, т. к. S2 = 50 < 
51MeN , а S3 = 80 > 51MeN . 

Если данные наблюдений сгруппированы и представлены в виде ин-
тервального вариационного ряда, то сначала находят интервал, в котором 
находится медиана. 

Медианным является первый интервал, для которого сумма на-
копленных частот превысит медианный номер. 

Численное значение медианы затем определяется по формуле 

Me
Me f

S
n

iXMe
)1(2

1




 ,     (3.5) 

где XMe – нижняя граница медианного интервала; i – величина интервала; 
S(-1) – накопленная частота интервала, предшествующего медианному; fMe 
– частота медианного интервала. 

Пример 2. Определить медианное значение выполнения норм выра-
ботки рабочими цеха на основании данных таблицы 3.3. 

Найдем медианный номер 

5,45
2

190

2

1








n
NMe . 
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Таблица 3.3  
Выполнение норм выработки рабочими цеха 

Группы рабочих 
по выработки, %, 

х 

Число ра-
бочих, f 

Частости, f ’ Накопленная 
частота, S в долях в % 

80 – 90 2 0,022 2,2 2 
90 – 100 22 0,245 24,5 24 
100 – 110 48 0,533 53,3 72 
110 – 120 16 0,178 17,8 88 
120 – 130 2 0,022 2,2 90 
Итого 90 1,000 100,0  

Следовательно, медианным является интервал (100, 110). Применяя 
формулу (3.5), получаем 

48,104
48

245,45
101002

1
)1(












Me
Me f

S
n

iXMe . 

Модой (Мо) называется значение признака, которое наиболее часто 
встречается в совокупности (в статистическом ряду). 

В дискретном ряду распределения – это значение (варианта) с наи-
большей частотой наблюдения.  

В рассмотренном выше примере (табл. 3.2) модой является значение 2. 
В интервальном ряду распределения сначала определяется  модаль-

ный интервал, т. е. тот интервал, который имеет наибольшую частоту 
(предполагается, что интервалы равны между собой, но если интервалы не 
равны, то для определения моды вместо частот используются плотности 
частоты, т. е. отношение частот к длинам соответствующих интервалов). 

Конкретное значение моды определяется по формуле 

,
)()( 11

1









MoMoMoMo

MoMo
Mo ffff

ff
iXMo   (3.6) 

где XMo – нижняя граница модального интервала;  fMo – частота модального 
интервала; f(Mo-1) – частота интервала, предшествующего модальному;  
f(Mo+1) – частота интервала, следующего за модальным. 

Согласно табл. 3.3 модальным является интервал (100, 110). Применяя 
формулу (3.6), получим 

.48,104
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В основе расчета средних по приведенным выше формулам лежит 
предположение о равнозначности или равноценности единиц совокупно-
сти с точки зрения изучаемого признака (явления). На практике это далеко 
не всегда выполняется. Например, если через х обозначена рентабельность 
продукции (отношение прибыли к затратам), то при вычислении средней 
рентабельности надо учитывать различие предприятий в величине затрат. 
В этом случае средняя рентабельность вычисляется как отношение суммы 
прибыли к сумме затрат 

Средняя рентабельность    
= затратсумма

прибылисумма
. 

Таким образом, среднее значение признака, характеризующего сред-
ний уровень явления в какой-либо среде, должно вычисляться как отноше-
ние общего объема явления к общему размеру показателя, характеризую-
щего среду 

среднее значение 
явленияненияраспрострасредыразмеробщий

явленияобъемобщий
 .

При расчете среднего значения необходимо учитывать, что числитель 
и знаменатель отношения должны иметь осмысленное экономическое со-
держание. 

3.2. Показатели вариации 
Различия индивидуальных значений признака у единиц совокупности 

называются вариацией признака. Вариация, т. е. несовпадение уровней 
одного и того же показателя у разных объектов имеет объективный харак-
тер и помогает познать сущность изучаемого явления. 

Вариация, которая не зависит от факторов, положенных в основу вы-
деления групп, называется случайной вариацией. 

Изучение вариации в пределах однородной группы предполагает ис-
пользование следующих приемов: построение вариационного ряда (ряда 
распределения), его графическое изображение, исчисление основных ха-
рактеристик распределения. 

Примером интервального вариационного ряда служит табл. 3.3. 
При расчете показателей вариации по вариационному ряду частоты ряда 

(f) могут быть заменены частостями (относительными частотами). Такая за-
мена позволяет сопоставлять вариационные ряды с различным числом наблю-
дений.  

Для характеристики размера вариации признака используются абсо-
лютные и относительные показатели. К абсолютным показателям вариации 
относятся: 

- размах колебаний; 
- среднее линейное отклонение; 
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- среднее квадратическое отклонение; 
- дисперсия. 
Размах колебаний (размах вариации): 

R = xmax – xmin  ,     (3.7) 
где xmax, xmin – соответственно максимальное и минимальное значения 
признака. Величина показателя зависит от величины только двух крайних 
вариант и не учитывает степени колеблемости основной массы членов  
ряда. 

Среднее линейное отклонение ( лин ) и среднее квадратическое от-

клонение (σ) показывают, на сколько в среднем отличаются индивидуаль-
ные значения признака от среднего его значения. Среднее линейное от-
клонение определяется по формулам: 

а) для несгруппированных данных (первичного ряда) 

n

xx
n

i
i

лин





 1 ,     (3.8) 

б) для вариационного ряда 












m

j
j

m

j
jj

лин

f

fxy

1

1 .    (3.9) 

Здесь   m – число групп;   fj – численность j-группы; n – общее число 
значений; xi –  i-значение признака для всей совокупности;  yi – варианта 
(значение) усредняемого признака в случае дискретного ряда распределе-
ния или представитель интервала, в котором измеряется варианта; x  – об-
щее среднее значение признака. 

Дисперсия (σх
2) значений признака определяется по формулам: 

а) для несгруппированных данных 

 

n

xx
n

i
i

x

2

12




   ,    (3.10) 

б) для  вариационного ряда 

 
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Формула для расчета дисперсии может быть преобразована следую-
щим образом: 

   222

2

12 XXX
n

X
n

i
i

x 


  ,   (3.12) 

 
т. е. дисперсия равна средней из квадратов индивидуальных значений при-
знака минус квадрат средней величины.  

Для сгруппированных данных вычисляют еще два показателя вариа-
ции:  

 межгрупповую дисперсию грм.
2 – показывает вариацию показате-

ля между группами: 

 











m

j
j

m

j
jj

грм

f

fxx

1

1

2

.
2 ,        (3.13) 

где jx  – среднее значение признака по j-группе. 

 среднюю из внутригрупповых дисперсий 2 – показывает степень 
варьируемости показателя внутри групп: 








m

j
j

m

j
jj

f

f

1

1

2

2


 ,      (3.14) 

 

где 2
j – дисперсия внутри j-группы, xij – i-значение признака внутри j-группы; 

mj – численность  j-группы.  
Общая дисперсия, межгрупповая дисперсия и средняя из внутригруп-

повых дисперсий связаны между собой соотношением 
2

.
22   грм .    (3.15) 

 
Среднее квадратическое отклонение по своей величине всегда превы-

шает значение среднего линейного отклонения в соответствии со свойст-
вом мажорантности средних. 

Среднее квадратическое отклонение (σх) вычисляется как квадрат-
ный корень из дисперсии 

2
xx   .        (3.16) 

48



  49

При сравнении колеблемости различных признаков в одной и той же 
совокупности или же при сравнении колеблемости одного и того же при-
знака в нескольких совокупностях с различной величиной средней ариф-
метической используются относительные показатели вариации. Они 
вычисляются как отношение абсолютных показателей вариации к средней 
арифметической (или медиане) и чаще всего выражаются в процентах. 

Коэффициент осцилляции: 

%100
X

R
K R .          (3.17) 

 
Относительное линейное отклонение: 

%100
X

K лин
лин


.    (3.18) 

 
Коэффициент вариации: 

%100
X

V x
.        (3.19) 

 
Наиболее часто применяется коэффициент вариации. Его используют 

не только для сравнительной оценки вариации признака, но и для характе-
ристики однородности данной совокупности. Совокупность считается од-
нородной, если коэффициент вариации не превышает 33 % (для распреде-
лений значений {xi}, близких к нормальному). 

 
Контрольные вопросы 

1) Что представляет собой средняя величина? 
2) Укажите виды средних величин. 
3) Как вычисляются мода и медиана? 
4) Перечислите абсолютные показатели вариации и приведите соответ-
ствующие расчетные формулы. 

5) Перечислите относительные показатели вариации и приведите со-
ответствующие расчетные формулы. 

6) Какое соотношение должно выполняться между дисперсиями в 
случае сгруппированных данных? 

Примеры решения задач   
1. На основании следующих данных о распределении рабочих участка по 

стажу работы необходимо определить средний стаж работы рабочих участка. 

Стаж работы, лет, х до 10 лет 10 – 20 20 – 30 30 и более 

Количество рабочих, f 20 60 100 20 
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Решение. Условные обозначения записаны в таблице. Определяющий 
показатель – общий стаж работы всех рабочих – Σ(x·f). 

Для каждого интервала предварительно вычислялось среднее значе-
ние признака как полусумма нижнего и верхнего значений интервала. Ве-
личина открытых интервалов приравнивается к величине примыкающих к 
ним соседних интервалов: 

.35
2

4030
;25

2

3020
;15

2
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;5

2

100 '
4

'
3

'
2

'
1 


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






 xxxx

 
Средний стаж работы, вычисленный по формуле средней ариф-

метической взвешенной: 

        21
200

4200

201006020

2035100256015205
'





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


f

fx
x  год. 

2. На основании следующих данных по двум сельскохозяйственным 
предприятиям необходимо определить, в каком из них и насколько выше 
средняя урожайность зерновых культур: 

Культура 
Предприятие 1 Предприятие 2 

Валовой 
сбор, ц 

Урожайность, 
ц/га 

Посевная   
площадь, га 

Урожайность,  
ц/га 

Пшеница 32500 25 1540 20 
Озимая рожь 
Ячмень 
Просо 

1 620     
13640 
1 650 

18 
22 
15 

120 
460 
80 

19 
18 
13 

Итого 49410 – 2200 – 

Решение. Показатель урожайности является вторичным признаком, 
так как он задан на единицу первичного признака (посевной площади, вы-
раженной абсолютной величиной) и может быть представлен как отноше-
ние двух первичных признаков, а именно, валового сбора и посевной пло-
щади:      

У = ВС  / ПП, 
где У – урожайность,  ВС – валовой сбор, ПП – посевная площадь. 

Для расчета средней урожайности по всем предприятиям необходимо 
применить среднюю взвешенную 






n

i

n

i

ПП

ВС

Y

1

1 .         (3.19) 

У предприятия №1 величины ВСi известны (числитель (3.19)), а вели-
чины ППi необходимо вычислять, поэтому средняя урожайность для него 
определяется по формуле 
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т. е. по формуле средней гармонической взвешенной: 
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Для предприятия №2 известно численное значение знаменателя – это 
показатель ПП,  поэтому средняя урожайность определяется по формуле 
средней арифметической взвешенной 

,
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1
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
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где в качестве веса выступает посевная площадь. 
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Следовательно, средняя урожайность зерновых культур на предпри-
ятии  №1 по сравнению с предприятием №2 была  выше  на  4,04 ц/га  (на 
21 %). 

3. Имеются следующие данные об экспорте продукции металлургиче-
ского комбината: 

Вид продукции Удельный вес продукции 
на экспорт, % 

Стоимость продукции  
на экспорт, тыс. руб. 

Пшеница твердых 
сортов 

50,0 35 000 

Пшеница мягких 
сортов 

30,0 45 000 

Необходимо определить средний удельный вес продукции на экспорт.  
Решение. 

Удельный вес        Стоимость продукции на экспорт 
продукции на   = ––––––––––––––––––––––––––––––  · 100 . 
экспорт, %             Стоимость всей продукции 

Обозначим через W – стоимость продукции на экспорт; x  – удельный 
вес продукции на экспорт; тогда  
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.100продукциивсейтоимостьС 
x

W
 

Средний удельный вес продукции на экспорт составит: 
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= 4,36
000220

00080
 %. 

4. Имеются следующие данные о возрастном составе рабочих цеха 
(лет): 18; 20; 38; 28; 22; 29; 26; 38; 23; 34; 22; 28; 30; 29; 22; 23; 30; 35; 36; 
38; 35; 33;  27; 24; 30; 32; 28; 25; 29; 26; 31; 24; 29; 27; 32; 25; 29; 29. 

Для анализа распределения рабочих цеха по возрасту требуется:  
1) построить интервальный ряд распределения; 2) исчислить показатели 
центра распределения (среднего возраста) и показатели вариации.  

Решение 1. Величина интервала группировки определяется по формуле 

385,2
7

20

7

1838



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m

R
i  года, 

где т принимаем равным 7. 

Интервальный ряд распределения 

Группы рабочих по 
возрасту (лет), х 

18 – 21 21 – 24 24 – 27 27 – 30 30 – 33 33 – 36 36 – 39 Итого

Число рабочих,  f 2 5 6 12 7 5 3 40 
Накопленная частота, S 2 7 13 25 32 37 40  

2. Расчет показателей центра распределения: 

8,28
40

5,1132

40

35,37...65,2555,2225.19
'
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f

fx
x  года, 

где х' – среднее значение признака в интервале (центр интервала). 
Для интервального вариационного ряда порядок расчета структурных 

средних следующий: сначала находят интервал, содержащий моду или ме-
диану, а затем рассчитывают соответствующие значения названных пока-
зателей. 

Модальным в данном распределении является интервал 27 – 30 лет, 
так как наибольшее число рабочих (f = 12) находится в этом интервале. 
Значение моды определяется по формуле 
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Место медианы:  
5,212/)140(2/)1(  nN Me . 

Медианным является интервал 27 – 30 лет, так как в этом интервале 
находятся номера 20 и 21 ряда. 

88,28
12

13
2

140

3272

1
)1(














Me
Me f

S
n

iXMe  года. 

Для расчета показателей вариации составляется вспомогательная таб-
лица (табл. 3.4). 

Таблица 3.4 

Вспомогательная таблица для расчета показателей вариации 

Группы  
рабочих по 
возрасту, лет 

Центр 
интервала, 
лет (х') 

f x'·f 
         _ 
d=x'–x 

|d|·f d2 d2· f 

18 – 21 19,5 2 39 –9,3 18,6 86,49 172,98 
21 – 24 22,5 5 112,5 –6,3 31,5 39,69 198,45 
24 – 27 25,5 6 153 –3,3 19,8 10,89 65,34 
27 – 30 28,5 12 342 –0,3 3,6 0,09 1,08 
30 – 33 31,5 7 220,5 2,7 18,9 7,29 51,03 
33 – 36 34,5 5 172,5 5,7 28,5 32,49 162,45 
36 – 39 37,5 3 112,5 8,7 26,1 75,69 227,07 
Итого – 40 1152 – 147,0 – 878,4 
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69,496,212  x  года. 

28,16100
8,28

69,4
100 

x
V


%. 

Следовательно, вариация возраста у рабочих данного цеха не является 
значительной, что подтверждает достаточную однородность совокупности. 

5. Имеются следующие данные о результатах обследования рабочих 
предприятия по размеру месячной заработной платы: 
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Группы рабочих  
по возрасту, лет 

Число рабочих 
Дисперсия заработной 

платы 

До 20 100 300 
20  30 120 400 

30 и старше 150 500 

Общая дисперсия заработной платы в обследованной совокупности 
рабочих составила 450. Определить, в какой степени вариация заработной 
платы рабочих предприятия зависит от возраста. 

Решение. Средняя внутригрупповая дисперсия характеризует случай-
ную вариацию под влиянием неучтенных факторов: 

  
Межгрупповая дисперсия отражает систематическую вариацию под 

влиянием фактора, положенного в основу группировки (возраста рабочих). 
Межгрупповая дисперсия определяется по правилу сложения диспер-

сий: 

  

Отсюда соотношение дисперсий: 

  
Полученный результат показывает, что возраст на варьирование зара-

ботной платы рабочих предприятия не оказывает существенного влияния. 
6. Удельный вес основных рабочих в трех цехах предприятия соста-

вил: 80, 75 и 90 % общей численности рабочих. Определить дисперсию и 
среднее квадратическое отклонение доли основных рабочих по предпри-
ятию в целом, если численность всех рабочих трех цехов составила соот-
ветственно 100, 200 и 150 человек. 

Решение. Рабочие предприятия подразделяются на две группы: основ-
ные и ремонтно-вспомогательные рабочие. 

Общая численность основных рабочих по предприятию в целом со-
ставит: 

    Σn0 = 0,8 · 100 + 0,75 · 200 + 0,9 · 150 = 365 человек. 
 Доля основных рабочих по предприятию 

             .811,0
450

365

150200100

3650 


 
n

n
p  

Дисперсия альтернативного признака    σ2 = p · q, 
где р – доля единиц, обладающих данным признаком (доля основных рабо-
чих);  q – доля единиц, не обладающих данным признаком. 
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Поскольку q = 1 – р, то формула дисперсии имеет вид: 
           σ2 = p · (1 – р ) = 0,811 · (1 – 0,811) = 0,1533 . 

Среднее квадратическое отклонение доли основных рабочих по пред-
приятию в целом: 

 

Задачи для самостоятельной работы 
7. По следующим данным определить среднюю цену помидоров на 

трех рынках города за месяц: 

Рынок 
Продано помидоров на 

сумму (руб.) 
Цена за один кг 

(руб.) 
1 31450 25 
2 46350 20 
3 52800 15 

8. По данным о заработной плате рабочих цеха определить диспер-
сию, среднее квадратическое отклонение и коэффициент вариации. 

Зар.плата (руб.) 400 – 500 500 – 600 500 – 600 
Число рабочих 7 11 5 

9. Распределение машин автопредприятия по величине грузооборота 
за месяц характеризуется следующими данными: 

Грузооборот Число машин 
Средняя себестоимость  

одного ткм  (коп.) 
До 2 3 52 
24 5 49 
46 4 45 

6 и более 4 46 

Определить среднюю себестоимость одного тонно-километра по авто-
предприятию в целом. 

10. Продажа грузовых автомобилей КамАЗ-55111 на товарной бирже 
города характеризуется следующими данными: 

Дата 
 торга 

 
 

Реализовано 
автомобилей, 

шт. 

Средняя 
 цена одного 
автомобиля,
тыс. руб. 

Дата 
торга

 
 

Общая сумма вы-
ручки от реализа-

ции 
 автомобилей, 

тыс. руб. 

Средняя 
 цена одного 
автомобиля, 
тыс. руб. 

4.01 18 120,5 3.02 1830 122,0 
17.01 25 118,7 15.02 2651 120,5 
28.01 24 116,0 26.02 1232 123,2 

Определить, на сколько процентов изменилась средняя цена одного 
грузового автомобиля в феврале по сравнению с январем. 

55



  56

11. По двум предприятиям фирмы имеются следующие данные о за-
тратах на производство продукции: 

Предприятия, 
входящие в 
фирму 

Прошлый год Отчетный год 
Доля затрат на 
оплату труда в  
общих затратах 
на производство, 

% 

Общие затраты 
на производст-
во, млн руб. 

Затраты 
на оплату 

 труда, 
млн руб. 

Доля затрат на 
оплату труда в 
общих затратах 
на производст-

во, % 
1 18,0 200 40,7 18,5 
2 19,5 180 38,0 20,2 

Определить изменение (в %) доли затрат на оплату труда в общих за-
тратах на производство в целом по фирме в отчетном году по сравнению с 
прошлым годом. 

12. Имеются данные о себестоимости транспортной работы по авто-
транспортным предприятиям объединения: 

Предприятия, 
входящие в 
объединение 

Август Сентябрь 
Транспорт-
ная работа, 
тыс. ткм 

Себестоимость 
10 ткм, руб. 

Общая сумма затрат 
на транспортную  
работу, тыс. руб. 

Себестои-
мость 10 ткм, 

руб.
1 20800 0,512 10784,7 0,521
2 8500 0,540 4609,6 0,536
3 30000 0,497 14526,2 0,481

Определить, на сколько процентов изменилась средняя себестоимость      
10 тонно-километров по объединению в сентябре по сравнению с августом. 

13. По металлургическому заводу имеются следующие данные об экс-
порте продукции: 

Вид продукции Стоимость всей реализован-
ной продукции, тыс. руб.

Удельный вес продук-
ции на экспорт, %

Чугун 68200 35,5 
Прокат листовой 75 100 22,8 

Определить средний удельный вес продукции на экспорт. 
14. Имеются следующие данные по предприятиям фирмы за сентябрь: 

Показатель Предприятия фирмы 
№ 1 № 2 № 3 

Средняя месячная выработка одного ра-
бочего, тыс. руб. 17,6 18,4 20,8 

Удельный вес рабочих предприятия в 
общей численности рабочих фирмы, % 27,0 35.8 37,2 

Определить среднюю месячную выработку рабочих фирмы. 
15. Хронометраж операций пайки радиаторов на ремонтном предпри-

ятии дал следующие результаты: 

Время пайки, мин 20 – 30 30 – 40 40 – 50 50 – 60 60 – 70 Итого
Количество  
радиаторов 2 5 10 17 1 35 
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Вычислить: а) среднее время пайки радиатора; б) медиану и моду; в) 
относительный показатель вариации. Дать графическое изображение ряда 
в виде гистограммы и полигона частот. 

16. Распределение рабочих двух участков по стажу работы следую-
щее: 

Стаж работы, лет 
Число рабочих 

Участок № 1 Участок № 2 
0 – 5 2 7
5 – 10 15 25 
10 – 15 20 12 
15 – 20 3 8

Определить, на каком участке состав рабочих по стажу работы более 
однороден. 

17. Средняя величина в совокупности равна 15, среднее квадратиче-
ское отклонение равно 10. Чему равен средний квадрат индивидуальных 
значений этого признака? 

18. Дисперсия признака равна 360 000, коэффициент вариации равен 
50 %. Чему равна средняя величина признака? 

19. Определить дисперсию признака, если средняя величина признака 
равна 2600 единицам, а коэффициент вариации равен 30 %. 

20. Имеются следующие данные о размере заработной платы рабочих 
цеха за апрель: 

Профессия Число  
рабочих

Средняя заработ-
ная плата, руб.

Внутригрупповая диспер-
сия заработной платы

Токари 50 1650 2500 
Фрезеровщики 25 1800 3025 
Слесари 40 1500 910 

Требуется: 1) определить общую дисперсию заработной платы рабо-
чих цеха; 2) оценить однородность совокупности рабочих цеха по уровню 
месячной заработной платы; 3) определить, на сколько процентов диспер-
сия в размере заработной платы обусловлена различием в профессии рабо-
чих и влиянием прочих причин. 

21. Имеются следующие данные о составе рабочих маши-
ностроительного предприятия: 

Показатель Цех № 1 Цех № 2 Цех № 3 Итого по пред-
приятию

Число рабочих 200 300 500 1000
Из них:  
а) в возрасте до 30 лет 50 110 170 330
б) c заработной платой до 1500 руб. 30 70 50 150
в) с общим стажем работы 15 лет и 
более 60 70 50 180 

г) имеющие 5-й и  6-й разряды 90 60 50 200 
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С целью сравнительного анализа определить по каждому из указанных 
признаков для каждого цеха и предприятия в целом: 1) долю рабочих, об-
ладающих данным признаком; 2) дисперсию доли рабочих, обладающих 
данным признаком; 3) среднее квадратическое отклонение. Указать наи-
большую и наименьшую дисперсию по каждому признаку. 

Лабораторная работа № 4.  Средние величины и показатели вариации 

Задание 1. По заданным исходным данным к лабораторной работе 2, 
используя несгруппированные данные, подсчитать значения: 

 - средних: арифметической, геометрической, гармонической и квад-
ратической; 

- моды и медианы;  
-  размаха колебаний; 
- среднего линейного отклонения; 
- среднего квадратического отклонения; 
- дисперсии; 
- коэффициента осцилляции; 
- относительного линейного отклонения; 
- коэффициента вариации. 

Задание 2. На основании интервального вариационного ряда, постро-
енного в лабораторной работе 2: 

а) для каждой группы определить значения средней арифметической, 
дисперсии, среднего квадратического отклонения и показателя вариации. 
Результаты представить в виде таблицы 

№ 
инт. 

Границы 
интерва-

ла 

Частота 
(числен–
ность) 

fj 

Частость
 

fj / n 

Среднее 
значение 

ix  

Диспер-
сия 
2

i 

Cреднее 
квадрати-
ческое от-
клонение 

i 

Коэффи–
циент  

вариации
Vi 

1     
2     

б) по полученным сгруппированным данным подсчитать значение 
всех упомянутых в задании 1 средних величин и показателей вариации,  а 
также межгрупповой дисперсии и средней из внутригрупповых дисперсий. 
Проверить выполнение соотношения, которому должны удовлетворять 
групповые дисперсии. 

Указание. При расчете медианы и моды использовать полученную в 
лабораторной работе 2 группировку (вариационный ряд). При расчете мо-
ды учитывать только группы, задаваемые равными интервалами значений 
группировочного признака.   

Задание 3. Решить указанную преподавателем задачу из числа задач, 
предназначенных для самостоятельного решения. 
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4. ИССЛЕДОВАНИЕ  ДИНАМИЧЕСКИХ РЯДОВ 

4.1. Общие понятия 
Временным рядом (рядом динамики, динамическим рядом) называ-

ется упорядоченная во времени последовательность пар численных пока-
зателей {(yi,ti), i=1,2,...,n}, характеризующих уровни развития изучаемого 
явления в последовательные моменты или периоды времени (табл. 4.1).  

Таблица 4.1 
Динамика ВВП Российской Федерации 

Год 2000 г. 2001 г. 2002 г. 2003 г. 2004 г. 

ВВП, млрд руб. 7305,6 8943,6 10834,2 13285,2 17048,1 

Величины yi называются уровнями ряда, а ti – временными метками 
(моменты или интервалы наблюдения). Обычно рассматриваются времен-
ные ряды с равными интервалами между наблюдениями, в качестве значе-
ний ti берутся порядковые номера наблюдений и временной ряд представ-

ляется в виде последовательности значений признака nyyy ,...,, 21 , где n – 
количество наблюдений. 

Составными элементами динамического ряда являются показатели 
уровней ряда и соответствующие временные метки – моменты или пе-
риоды времени. По характеру временных меток различают моментные и 
интервальные динамические ряды. 

Моментные динамические ряды содержат показатели, характери-
зующие уровни явления, имеющие место на определенные моменты вре-
мени. 

Интервальные динамические ряды содержат показатели, характери-
зующие уровни явления, накопленные за  определенные периоды времени. 

Если промежутки времени между моментами наблюдения одинаковы, 
то динамические ряды называются рядами с равноотстоящими уровнями. 

При составлении ряда динамики должны выполняться следующие 
требования: 

1)  периодизация развития, т. е. расчленение его во времени на одно-
родные этапы, в пределах которых показатель подчиняется одному закону 
развития; 

2)  сопоставимость статистических данных по территории, кругу ох-
ватываемых объектов, единицам измерения, времени измерения, методо-
логии расчета; 

3)  величины временных интервалов должны соответствовать интен-
сивности изучаемых процессов; 

4)  числовые уровни ряда должны быть упорядоченными во времени. 
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4.2. Показатели интенсивности изменения явления 
Интенсивность изменения явления по временному ряду описывается 

следующими показателями: 
1) абсолютный прирост; 
2) темп роста; 
3) темп прироста; 
4) абсолютное значение одного процента (1 %) прироста. 
Если сравнение производится с периодом (моментом) времени, на-

чальным в ряду динамики, то соответствующие показатели называются ба-
зисными.  

Если же сравнение производится с предыдущим периодом (моментом) 
времени,  то соответствующие показатели называются цепными. 

Введем обозначения: yi –  уровни ряда, ti – интервалы (моменты) вре-
мени,  n – число уровней ряда, i = 1,…, n.  

Формулы для расчета показателей динамики приведены в таблице 4.2. 
Таблица 4.2 

Формулы для расчета показателей динамики 

Показатель Базисный Цепной 

Абсолютный прирост 
( Δi

баз, Δi
цеп ) 

yi – y1 yi – yi–1 

Коэффициент роста 
( Кр,i

баз, Кр,i
цеп ) 

yi : y1 yi : yi–1 

Темп роста  
( Тр,i

баз, Тр,i
цеп ) 

(yi : y1) · 100 (yi : yi–1) · 100 

Коэффициент прироста 
( Кпр,i

баз, Кпр,i
цеп ) 

Кр–1 
(yi – y1): y1 

Кр–1 
(yi – yi–1) : yi–1 

Темп прироста  
( Тпр,i

баз, Тпр,i
цеп ) 

Кпр  · 100 
Тр – 100 

Кпр  · 100 
Тр – 100 

Абсолютное значение 
одного процента прироста 
( Абаз, Аi

цеп ) 

 
y1 : 100 

yi–1 : 100 
Δi

цеп : Тпр,i
цеп  

Для характеристики обобщенного уровня изучаемого явления  и его 
изменения за весь интервал наблюдения применяют средние показатели 
динамики. 

Система средних показателей динамики включает: 
1) средний уровень ряда; 
2) средний абсолютный прирост; 
3) средний темп роста; 
4) средний темп прироста. 
Средний уровень ряда вычисляется по следующим формулам: 
– в интервальном ряду динамики с равноотстоящими уровнями 
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– в моментном ряду динамики с равноотстоящими уровнями 
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– в моментном ряду динамики с неравноотстоящими уровнями 
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где через ti обозначены  длины интервалов интервального ряда либо про-
межутки времени между моментами наблюдения моментного ряда. 

Средний абсолютный прирост: 
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Средний темп роста:  
– для рядов динамики с равноотстоящими уровнями: 
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– для рядов динамики с неравноотстоящими уровнями: 

i кt tцеп
кр

tцеп
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tцеп
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21 ,  (4.7) 

где ti – интервал времени, в течение которого сохраняется данный темп 

роста;  it  – сумма отрезков времени периода. 

Средний темп прироста: 

100 рпр ТT .     (4.8) 
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4.3. Сглаживание рядов динамики 
Целью исследования временного ряда является выявление закономер-

ностей в изменении уровней ряда и построении его модели в целях прогно-
зирования и исследования взаимосвязей между явлениями. 

Сглаживание ряда динамики позволяет лучше представить законо-
мерности динамики его уровней.  

Одним из методов непосредственного выделения основной тенденции 
ряда (устойчивого увеличения либо уменьшения уровней ряда) является 
сглаживание динамического ряда по методу скользящей средней. Суть ме-
тода заключается в замене исходных уровней ряда средними значениями 
ряда уровней, симметрично окружающих исходное значение. Число уров-
ней, участвующих в вычислении среднего значения, называют интерва-
лом сглаживания.  

Согласно методу простой скользящей средней, вычисления усред-
ненных уровней ряда выполняют по следующим формулам: 

1) интервал сглаживания = 3: 

ŷi = (yi–1 + yi  + yi+1) / 3,    (i = 2,3,…,n–2,n–1), 

ŷ1 = (5y1 + 2y2  – y3) / 6,   ŷn = (5yn + 2yn–1  – yn–2) / 6; 

2) интервал сглаживания = 5: 

ŷi = (yi–2 + yi–1 + yi  + yi+1 + yi+2) / 5,      (i = 3,4,…,n–3,n–2) 

ŷ1 = (3y1 + 2y2  + y3 –y4) / 5,    ŷ2 = (4y1 + 3y2  + 2y3 + y4) / 10, 

ŷn = (3yn + 2yn–1  + yn–2 – yn–3) / 5,    ŷn–1 = (4yn + 3yn–1  + 2yn–2 + yn–3) / 10. 
 
Согласно методу взвешенной скользящей средней, вычисления ус-

редненных уровней ряда выполняют по следующим формулам: 
1) интервал сглаживания = 5: 

ŷi = (–3yi–2 + 12yi–1 + 17yi  + 12yi+1 – 3yi+2) / 35,   (i = 3,4,…,n–3,n–2) 
ŷ1 = (3y1 + 2y2  + y3 – y4) / 5,      ŷ2 = (4y1 + 3y2  + 2y3 + y4) / 10, 
ŷn = (3yn +2yn–1 +yn–2– yn–3) / 5,  ŷn–1 = (4yn + 3yn–1  + 2yn–2 + yn–3) /10. 

Метод простой скользящей средней вполне приемлем  для выделения 
тренда, если графическое изображение ряда динамики напоминает прямую 
линию. В случае, когда тренд выравниваемого ряда имеет изгибы, более 
надежным является сглаживание по методу взвешенной скользящей сред-
ней, при котором аппроксимация сглаживаемого ряда в пределах интерва-
ла сглаживания осуществляется с использованием полинома от t степени ≥ 
2. Метод простой скользящей средней является частным случаем, когда 
для сглаживания используется полином от t первой степени. 
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4.4. Аналитическое выравнивание (выделение тренда) ряда 
Под аналитическим выравниванием понимают определение некоторой 

функции времени f(t), описывающей проявляющуюся во времени основ-
ную тенденцию развития (тренда) изучаемого явления. При определении 
тенденции предполагается, что наблюдаемые уровни явлений yt представ-
ляют собой сумму основной тенденции, описываемой функцией f(t), и слу-
чайных отклонений εt 

yt = f(t) + εt. 
Целью аналитического выравнивания динамического ряда является 

определение аналитической зависимости  f(t), сама функция f(t) называется 
кривой роста 

Определение основной тенденции ряда  осуществляется в два этапа: 
1) выбор вида функции  f(t); 
2) определение параметров функции  f(t). 
Функцию  f(t) выбирают таким образом, чтобы она давала содержа-

тельное объяснение изучаемого процесса. 
Чаще всего при выравнивании используются следующие зависимости: 

– линейная:               f(t) = а0 + а1t; 

– параболическая:     f(t) = а0 + а1t + а2t
2 ; 

– экспоненциальная:  f(t) = ехр(а0 + а1t); 

– показательная:     f(t) = а0а1
t ; 

– логарифмическая:   f(t) = а0 + а1ln(t); 

– гиперболическая:    f(t) = а0 + а1/ t; 

– логистическая:    f(t) = К/(1 + 10(а+ bt) ); 

– кривая Гомперца:     f(t) = 
tа

аК 1)0( .  

Параметры а0, а1, а2  находятся из следующих соотношений: 
1) линейная зависимость  f(t) = а0 + а1t: 

;
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 2) параболическая зависимость f(t) = а0 + а1t + а2t
2. Параметры а0, 

а1, а2  находятся как решение следующей системы алгебраических уравнений 

Σy = a0n+ a1Σt + a2Σt2,                   
Σyt = a0Σt + a1Σt2 + a2Σt3,     (4.10) 
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Σyt2 = a0Σt2 + a1Σt3 + a2Σt4 ; 

3) экспоненциальная зависимость f(t) = ехр(а0 + а1t): 
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4) показательная зависимость    f(t) = а0а1

t: 
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5) логарифмическая  зависимость  f(t) = а0 + а1ln(t):  
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6)    гиперболическая зависимость   f(t) = а0 + а1/ t: 
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7) логистическая зависимость f(t) = К/(1 + 10(а+ bt) ): 
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где значение К выбирается, исходя из качественного анализа либо анализа 
графического представления динамического ряда, К = lim y  при y → ∞ и   
К ≥ y; 

8) кривая Гомперца  f(t) = 
tа

аК 1)0( : 
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где значение К выбирается исходя из качественного анализа либо анализа 
графического представления динамического ряда, К= lim y  при y → ∞ и К 
≥ y. 

Замечание. Если считать, что t представляют собой порядковые номе-
ра членов динамического  ряда, то уравнения для определения параметров 
функций f(t) можно упростить, вводя новую нумерацию таким образом, 
чтобы выполнялись равенства  Σ t = 0, Σ t3 = 0. В случае нечетного числа 

64



  65

членов ряда нумерация имеет вид  …, –3, –2, –1, 0, 1, 2, 3, … , а в случае 
четного числа – …,–5, –3, –1, 1, 3, 5, … . Следует отметить, что при новой 

нумерации     .0ln,0
1

t
t

  

4.5. Оценка качества выравнивания 
Точность построенной кривой роста оценивается с помощью средней 

квадратической ошибки (σ)  


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
n

tfy 2))((       (4.17) 

либо средней ошибки аппроксимации ( A ), которая представляет собой 
среднее относительное отклонение расчетных значений от наблюдаемых 
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Чем ниже средняя ошибка аппроксимации εкв, тем лучше модель рег-
рессии описывает исходные данные. 

Построенное уравнение регрессии можно считать удовлетворитель-
ным, если значение A   не превышает 10–12%. 

Если с помощью расчетов получено несколько выравнивающих кри-
вых различного вида, то выбрать лучшую из них можно с помощью анали-
за величины средней квадратической ошибки σ. Лучшей кривой считается 
та, для которой величина  σ минимальна. 
 

Контрольные вопросы 
1) Что понимается под динамическим рядом? Виды динамических ря-

дов. 
2) Требования, которые должны выполняться при составлении дина-

мического ряда? 
3) Назовите показатели интенсивности изменения явлений. 
4) Как вычисляются  средние показатели динамики? 
5) Назовите наиболее часто применяемые для выравнивания зависи-

мости. 
6) Как осуществляется проверка качества выравнивания? 
7) Как определяется лучшая из выравнивающих кривых? 
8) Напишите уравнения, применяемые для расчета параметров линей-

ной модели, логарифмической модели, гиперболической модели. 

 Лабораторная работа №5.  Динамические ряды 
Задание 1. На основании данных табл. 4.5 вычислить статистические 

показатели динамики (варианты, согласно табл. 4.3) и показать в одной 
таблице вместе с исходным динамическим рядом. 
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Задание 2. Вычислить средние показатели динамики ряда. 

Задание 3. Сгладить временной ряд: а) методом простой скользящей 
средней  с  интерваламим сглаживания 3, 5; б) методом взвешенной сколь-
зящей средней  с  интервалом сглаживания 5. Результаты сглаживания по-
казать на диаграмме вместе с исходным рядом. 

Задание 4. Выделить тренды (сгладить динамический ряд) в соответ-
ствии с указанными в табл. 4.4  моделями и определить лучшее приближе-
ние с помощью расчета средней квадратической ошибки. Результаты пред-
ставить в виде диаграммы, на которой показать исходный динамический 
ряд и тренды в соответствии с каждой моделью. На отдельной диаграмме 
показать   динамический ряд остатков для лучшего тренда. 
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Таблица 4.3 

Варианты анализируемых показателей 
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
1  *  * *     * 
2 *  * *  * *    
3 * *   * *  * *  
4 *  *  * *     
5 *  * *  * *    
6    * *  * *   
7 * *   * *  * *  
8 * *    * *  * * 
9    * *      
10 *  *  * *     
11 *  * *  * *    
12    * *  * *   
13  *  * *      
14 *  * *  * *    
15     * *  * *  
16 * * *  * *     
17 *  * *  * *    
18    * *  * *   
19     * *  * *  
20      * *  * * 
21  *  * *    *  
22 * * *  * *     
23 *  * *  * *    
24    * *  * *   
25  *  *   *  *  
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Таблица 4.4 

Варианты кривых выравнивания 

В
ар
и

-
ан
т

Виды кривых выравнивания 

Линей-
ная 

Пара-
боличе-
ская 

Экспо-
ненци-
альная 

Пока-
затель-
ная 

Лога-
рифми-
ческая 

Гипер-
боличе-
ская 

Логи-
стичес–
кая 

Кривая 
Гом-
перца 

1  *  * *    
2 *  * *     
3  * *  *    
4 *  *  *    
5 *  * *  * *  
6    * *  * * 
7 * *   * *  * 
8 * *    * *  
9    * *    

10 *  *  * *   
11 *  * *  * *  
12    * *  * * 
13  *  * *    
14 *  * *  * *  
15     * *  * 
16 * * *  * *   
17 *  * *  * *  
18    * *  * * 
19     * *  * 
20      * *  
21  *  * *    
22 * * *  * *   
23 *  * *  * *  
24    * *  * * 
25  *  *   *  

 

68



  69

Таблица 4.5 
Исходные данные – варианты динамических рядов 

№ 
Варианты

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 0,738 0,65 3,48 1,86 2,23 3,19 0,35 4,94 4,78 10,04 6,76 1,44
2 0,650 0,83 2,41 3,67 3,55 2,64 0,88 5,86 6,53 11,23 12,00 2,27
3 0,862 1,62 2,61 2,66 4,38 2,51 1,62 6,47 7,47 11,68 14,14 1,33
4 0,928 1,62 3,98 4,08 3,95 2,04 2,15 7,14 8,48 12,56 10,38 1,40
5 0,856 1,85 2,59 3,86 4,53 2,35 2,91 7,68 6,79 7,72 13,18 1,98
6 0,976 1,66 4,38 2,99 4,72 2,26 3,64 7,47 9,46 12,07 8,64 2,06
7 1,161 2,19 4,33 4,69 6,03 1,93 3,95 8,18 9,72 10,73 11,56 1,72
8 1,072 2,45 4,69 3,38 6,51 2,05 4,03 7,92 11,15 15,68 14,89 2,47
9 1,315 3,39 4,96 4,72 6,10 2,12 4,12 8,53 11,20 20,09 18,14 2,24
10 1,373 3,70 4,80 4,42 5,27 2,02 4,20 7,87 10,19 18,25 16,22 2,71
11 1,345 4,62 3,83 5,52 5,58 1,95 4,44 8,58 11,20 19,41 13,88 2,37
12 1,498 4,73 4,10 5,00 6,15 1,75 4,08 8,34 11,66 21,03 20,55 2,36
13 1,528 5,21 5,09 6,79 7,30 2,11 4,17 8,33 11,83 23,99 18,78 2,57
14 1,592 6,31 5,25 7,12 6,88 1,91 4,29 8,04 12,31 29,40 21,86 3,11
15 1,678 6,48 5,43 7,04 5,71 1,89 4,48 8,37 15,55 31,03 22,77 3,24
16 1,787 7,12 5,66 8,84 7,55 2,18 4,02 8,00 13,70 33,11 23,21 5,24
17 1,850 7,75 5,98 9,58 7,73 2,05 4,35 8,36 15,82 31,11 29,97 6,48
18 1,906 8,37 6,62 10,60 7,23 1,77 4,30 8,77 15,75 34,23 33,34 6,57
19 1,923 9,08 7,95 12,61 6,70 1,71 4,32 8,32 19,02 33,97 37,49 8,31
20 2,088 10,89 7,18 14,08 8,03 2,09 4,37 8,77 18,41 40,95 41,18 9,56
21 1,989 11,75 8,08 15,57 7,89 2,09 4,24 8,60 17,94 43,16 43,44 11,10

      

№ 
Варианты 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 0,79 7,83 1,58 6,10 6,88 7,04 7,97 0,88 –2,61 12,18 1,22 5,58
2 0,82 4,90 1,72 7,96 5,91 5,64 9,48 1,44 –0,95 6,59 1,91 8,62
3 2,95 5,17 2,20 8,66 5,85 6,31 10,50 0,28 –1,49 4,70 0,51 9,89
4 1,06 3,53 2,93 9,20 5,78 6,02 6,73 0,72 1,14 4,86 3,00 9,25
5 2,02 4,59 2,78 10,06 4,67 4,37 14,23 1,02 0,59 3,11 4,43 13,43
6 3,52 3,67 4,74 9,98 3,70 4,23 9,32 0,26 0,18 4,09 7,04 10,82
7 2,98 3,27 4,30 10,48 3,29 4,59 11,36 0,57 2,74 4,28 11,83 12,48
8 2,66 4,05 5,35 10,27 2,60 2,27 15,53 2,68 1,39 3,02 16,24 13,78
9 2,40 3,86 6,19 10,12 2,53 2,76 14,40 1,68 2,48 2,61 17,23 10,17
10 3,76 3,81 6,37 10,77 1,73 2,60 10,15 1,03 1,95 3,93 20,06 11,05
11 3,10 3,79 6,60 10,84 1,50 1,32 12,82 2,48 2,31 2,39 19,46 11,87
12 4,70 2,80 7,20 10,32 1,13 2,02 16,35 1,48 3,90 1,92 20,25 11,07
13 3,42 4,22 8,22 10,37 1,21 1,58 21,81 2,32 1,75 3,75 21,68 11,74
14 4,23 4,22 6,87 10,57 0,24 2,58 18,89 3,58 2,44 1,73 20,75 12,23
15 3,94 3,20 7,67 10,34 –0,33 0,99 24,34 3,36 2,28 3,03 20,55 12,12
16 3,14 4,10 7,48 10,46 –0,23 0,75 19,39 5,18 3,80 3,44 18,90 12,45
17 3,52 2,41 8,22 10,23 –1,55 1,65 23,44 6,11 4,81 3,27 18,66 10,28
18 3,83 3,28 8,13 10,04 –1,98 1,90 30,49 7,48 4,80 3,46 19,52 10,45
19 5,17 2,49 8,06 10,73 –2,93 0,66 34,43 9,12 4,65 2,16 21,79 11,18
20 3,62 3,63 7,09 10,09 –3,01 2,12 35,48 11,30 3,08 2,37 21,01 10,03
21 4,24 4,14 8,49 10,11 –3,47 1,45 42,51 13,97 4,19 3,07 18,66 12,38
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5. СТАТИСТИЧЕСКОЕ ИЗУЧЕНИЕ ВЗАИМОСВЯЗИ                        
СОЦИАЛЬНО-ЭКОНОМИЧЕСКИХ ЯВЛЕНИЙ 

Важной задачей статистики является разработка методики статисти-
ческой оценки взаимосвязи социальных явлений, которая осложняется тем, 
что многие социальные явления не имеют количественной оценки.  

Изучение тесноты связи между явлениями основывается на использо-
вании данных наблюдений за совместным изменением характеризующих 
эти явления величин x и y, которые удобно представить в виде таблицы  

Таблица 5.1 
Данные наблюдений 

Наблюдение x y 
1 x1 y1 
2 x2 y2 
… … … 
n xn yn 

Каждая строка таблицы представляет собой результат одного наблюдения 
(xi, yi) за величинами x и y, проведенного в одних и тех же условиях.  

Методика определения тесноты взаимосвязи признаков зависит от их 
типа: качественные, ранжируемые или количественные. 

5.1. Исследование наличия связи между качественными признаками  
При наличии соотношения между вариацией качественных признаков 

говорят об их ассоциации, взаимосвязанности. Для оценки связи в этом 
случае используют ряд показателей. 

 Коэффициенты ассоциации и контингенции применяются для оп-
ределения тесноты связи двух качественных признаков, каждый из кото-
рых может принимать только два значения (альтернативные признаки). 
При исследовании связи числовой материал располагают в виде таблиц 
сопряженности, например, табл. 5.2.  

Таблица 5.2  
Зависимость успеваемости студентов-заочников 
от работы их по специальности (цифры условные) 

 Успеваемость 
Общее число 
студентов 

 
Работа по 

специальности 

Студенты, полу-
чившие положи-
тельные оценки

Студенты, полу-
чившие неудовле-
творительные 

оценки 
Работающие по специ-
альности 

180 20 200 

Не работающие по спе-
циальности 

140 60 200 

Итого 320 80 400 
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В таблице показана численность групп (всего 4), полученных в ре-
зультате  группировки студентов по двум признакам – работа по специаль-
ности и успеваемость. Обозначим значения в таблице сопряженности, как 
показано в табл. 5.3.  

Таблица 5.3 
     Вычисление коэффициентов ассоциации и контингенции 

а b а+b 

c d c+d 
а+с b+d a+b+c+d 

Тогда значения коэффициента ассоциации Ка и контингенции Кк оп-
ределяются по формулам: 

коэффициент ассоциации Ка: 

 ;
bcad

bcad
Ka 


      (5.1) 

коэффициент контингенции Кк: 

.
)()()()( dccadbba

bcad
Kk 


   (5.2) 

Коэффициент контингенции всегда меньше коэффициента ассоциа-
ции. Связь считается подтвержденной, если Кa > 0,5 или Кк > 0,3. 

Пример. Исследовалась связь между успеваемостью студентов-
заочников одного из вузов и работой их по специальности. Результаты об-
следования характеризуются следующими данными (табл. 5.2):  

Таким образом, связь между успеваемостью студентов-заочников и 
работой их по специальности существенная. 

Коэффициенты взаимной сопряженности Пирсона и Чупрова 
применяются, когда каждый из качественных признаков может принимать 
более чем два значения для определения тесноты. Расчет коэффициентов 
осуществляется на основе группировки единиц совокупности по двум ис-
следуемым признакам. В каждую группу входят только те единицы, кото-
рые имеют одинаковые значения обоих признаков. В расчете используются 
численности полученных групп (табл. 5.4). Если обозначить n1 и n2 коли-
чество значений каждого признака, общее число групп n = n1 · n2. 

       
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Таблица 5.4  
Вспомогательная таблица для расчета коэффициента  

взаимной сопряженности 

x 
у 

Всего 
I II III 

I nxy nxy nxy nx 

II … … … nx 
III … … … nx 

Итого ny ny ny n 

Через nxy обозначена численность отдельной группы, а через nx  и ny  
суммы по строкам и столбцам соответственно. Коэффициенты Пирсона и 
Чупрова вычисляются по следующим формулам: 

коэффициент взаимной сопряженности Пирсона:  

 ;
1 2

2






пK       (5.3) 

коэффициент взаимной сопряженности Чупрова 

 
)1)(1( 21

2




КК
Кч


,    (5.4) 

где φ2 – показатель взаимной сопряженности, вычисляемый как сумма от-
ношений квадратов частот каждой клетки таблицы к произведению итого-
вых частот соответствующего столбца и строки минус единица 

 ;1

22

2
2 






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xy

y

x

xy

yx

xy
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n

n

n

n

nn

n
    (5.5) 

К1 – число значений (групп) первого признака; К2 – число значений (групп) 
второго признака. Чем ближе величины Кп и Кч  к 1, тем связь теснее. 

Пример. С помощью коэффициента взаимной сопряженности иссле-
довать связь между себестоимостью продукции и производительностью тру-
да (табл. 5.5). 

Таблица 5.5  
Зависимость между производительностью труда и себестоимостью 

продукции (данные условные) 

Себестоимость 
Производительность труда 

Итого 
высокая средняя низкая 

Низкая  
Средняя  
Высокая 

19 
7  
4 

12 
18 
10 

9 
15  
26 

40 
40 
40 

Итого 30 40 50 120 
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;201,14140356,0431,0
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





чп КК


 

Таким образом, взаимосвязь можно определить как среднюю. 

5.2. Исследование взаимосвязи между ранжируемыми признаками 
При исследовании взаимосвязи между ранжируемыми признаками 

(признаками, значения которых упорядочены по определению) применя-
ются так называемые ранговые коэффициенты связи, основанные на ис-
пользовании рангов значений признаков. 

Ранжирование – это процедура упорядочения объектов изучения, ко-
торая выполняется на основе некоторого предпочтения. 

Рангом называется порядковый номер значений признака, располо-
женных в порядке возрастания или убывания их величин. Если значения 
признака имеют одинаковую количественную оценку, то ранг всех этих 
значений принимается равным средней арифметической от соответствую-
щих номеров мест, которые они занимают. Данные ранги называются 
связными. 

Наибольшее значение для практики имеют ранговые коэффициенты 
Спирмена (ρ) и Кендалла (τ). Эти коэффициенты могут быть использованы 
для определения тесноты связей как между качественными признаками 
при условии, что их значения упорядочить или проранжировать по степени 
убывания или возрастания признака, так и между количественными при-
знаками. 

Коэффициент корреляции рангов (коэффициент Спирмена) рас-
считывается по формуле (для случая, когда нет связных рангов): 

,
)1(

6
1

2

2

/ 
 

nn

di
yx      (5.6) 

где di
2 – квадрат разности рангов;  n – число наблюдений (число пар ран-

гов). 
Коэффициент Спирмена принимает любые значения в интервале [–1; 

+1]. После расчета коэффициента корреляции рангов Спирмена проверяется 
его статистическая значимость с использованием t-критерия Стьюдента: по-
лученное значение yx /  считается статистически значимым, если выполняет-

ся условие 
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2
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
 > tкрит,     (5.7) 

где n  количество наблюдений; tкрит = tα,n-2 представляет собой табличное 
значение t-критерия Стьюдента при уровне значимости α  и числе степеней 
свободы k = n–2 (определяется по таблице А1). 

Под уровнем значимости α понимается вероятность отвергнуть верную 
гипотезу. Обычно уровень значимости принимается равным α = 0,05 или α = 
0,01. 

Пример. По данным группы предприятии одной из отраслей промыш-
ленности (табл. 5.6) определить с помощью коэффициента Спирмена зави-
симость между величиной балансовой прибыли (тыс. руб.) и объемом реа-
лизованной продукции (млн руб.). 

Таблица 5.6  
Расчет коэффициента Спирмена 

 
Номер 
пред-

приятия 

Объем 
реализованной  

продукции, млн руб.
Х 

Балан-
совая 

прибыль, 
тыс. руб.

 
У 

Ранги исходных  
данных (по гр. 2, 3)

Раз-
ность 
рангов 

di=Rx–Ry 

 

 di
2      

Rx Ry   
1 2 3 4 5 6 7 

1 1,8 20 2 1 1 1 
2 2,3 75 3 3 0 0 
3 8,6 42 10 2 8 64 
4 1,3 80 1 4 –3 9 
5 3,5 107 4 5 – 1 1 
6 3,8 125 6 6 0 0 
7 4,5 140 7 7 0 0 
8 5,8 175 8 8 0 0 
9 3,7 200 5 9 –4 16 
10 6,5 210 9 10 –1 1 

Итого – –   – 92 
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Предварительно определим ранги значений переменных Х и У соот-
ветственно (табл. 5.7). Результат вычисления разности рангов исходных 
пар результатов наблюдений показан в графе 6 таблицы 5.6. 

Таблица 5.7  
Определение рангов 

Значения, упорядо-
ченные по возраста-

нию, X 

Ранги значений,  
Rx 

Значения, упорядо-
ченные по возраста-

нию, У 

Ранги значений, 
Ry 

1 2 3 4 

1,3 1 20 1 
1,8 2 42 2 
2,3 3 75 3 
3,5 4 80 4 
3,7 5 107 5 
3,8 6 125 6 
4,5 7 140 7 
5,8 8 175 8 
6,5 9 200 9 
8,6 10 210 10 

 

Определив сумму квадратов разностей рангов  2
id = 92, вычислим 

коэффициент Спирмена 

.44,0
990

552
1

9910

926
1/ 




yx  

Проверим статистическую значимость полученного значения при 
уровне значимости α = 0,05. Так как n=10, то k=n−2=8. Фактическое зна-
чение критерия 

39,1
1936,01

210
44,0

44,01

210
44,0

1

2
2

/
2/ 














yx

yx
n

t




. 
Критическое значение (согласно табл. А1) при  α = 0,05 и k=8  

tкр = 2,31. 
Так как условие tр > tкр не выполняется, то делаем вывод о незначимости 

полученного значения 44,0/ yx , т. е. о его незначимом отличии от нуля. 

Ранговый коэффициент корреляции Кендалла (τ) вычисляется по 
формуле 

 ,
)1(

2




nn

S       (5.8) 

где n – число наблюдений; S – сумма разностей между числом последова-
тельностей и числом инверсий по второму признаку. 
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Расчет данного коэффициента выполняется в такой пос-
ледовательности: 

1) исходные данные (гр. 2 и 3 табл. 5.6) ранжируются по х в порядке 
возрастания или убывания; 

2) для каждого ранга y определяется число следующих за ним значе-
ний рангов, превышающих его величину. Суммируя полученные таким об-
разом числа, определяется величина Р, как мера соответствия последова-
тельностей рангов по x и y; 

4) для каждого ранга y определяется число следующих за ним рангов, 
меньших его величины. Сумма этих чисел обозначается через Q; 

5) определяется сумма баллов по всем членам ряда.  
Результаты применения алгоритма для рассматриваемого примера 

приведены в табл. 5.8. 
Таблица 5.8  

Промежуточные результаты к расчету коэффициент корреляции Кендалла 

 Ранг по Х 
Результаты ранжирования 

по Х P Q 
Х У 

1 1,3 80 6 3 
2 1,8 20 8 0 
3 2,3 75 6 1 
4 3,5 107 5 1 
5 3,7 200 1 4 
6 3,8 125 3 1 
7 4,5 140 2 1 
8 5,8 175 1 1 
9 6,5 210 0 1 
10 8,6 42   

Итого     32 13 
 
Согласно табл. 5.7 
  Р = 6 + 8 + 6 + 5 + 1 + 3 + 2 + 1 + 0 = 32; 
  Q = 3 +0 + 1 + 1 + 4 + 1 + 1 + 1 + 1 = 13. 
Таким образом, 

что свидетельствует о наличии близкой к умеренной связи между рассмат-
риваемыми признаками. 

 Как правило, коэффициент Кендалла меньше коэффициента Спирмена.  
Связь между признаками можно признать статистически значимой, 

если значения коэффициент ранговой корреляции Кендалла больше 0,4. 

0,42,
1)10(10
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5.3. Исследование взаимосвязи между количественными признаками 
Наличие и степень тесноты линейной1 взаимосвязи между количест-

венными признаками характеризуют с помощью  линейного коэффи-
циента корреляции rxy  

  
yx

i
ii

xy

yyxx
n

r


 


))((
1

             (5.9) 

или 

yx
xy

xyyx
r




 ,          (5.10) 

где n – количество наблюдений; xi, yi – данные наблюдений; yx,  средние 
значения переменных x и y;  σx, σy  средние квадратические отклонения 
переменных x и y 
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yyyy
n

xxxx
n i

iy
i

ix    .    (5.11) 

Линейный коэффициент корреляции rxy  принимает значения в диапазоне  
–1 ≤ xyr  ≤ 1. 

При  xyr  > 0 связь является прямой, при   xyr  < 0  – обратной. 

Чем ближе величина rxy к единице, тем теснее линейная связь и тем 
лучше линейная зависимость согласуется с  данными наблюдений. При rxy 
= 1 связь становится функциональной, т. е. соотношение ii xbay   вы-
полняется для всех наблюдений. 

На практике часто применяется градация степени тесноты связи, при-
веденная в таблице 5.9. 

Таблица 5.9 
Количественные критерии оценки тесноты связи  

 

Величина модуля 

коэффициента корреляции xyr  Характер связи 

         xyr < 0,3 Практически отсутствует

0,3 ≤ xyr < 0,5 Слабая 

0,5 ≤ xyr < 0,7 Умеренная 

0,7 ≤ xyr    Сильная 

                                                           
1 Линейной называют взаимосвязь, при которой изменение одной переменной (у) про-
порционально изменению другой переменной (х). 
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Для оценки статистической значимости полученного значения линей-
ного коэффициента корреляции rxy используется t-критерий Стьюдента, со-
гласно которому значение rx считается статистически значимым, если вы-
полняется условие 

2

1 2






n

r

r
t

xy

xy
r > tкрит,     (5.12) 

где n  количество наблюдений; tкрит = tα,n-2 представляет собой табличное 
значение t-критерия Стьюдента при уровне значимости α  и числе степеней 
свободы k = n–2 (определяется по таблице А1). 

Под уровнем значимости α понимается вероятность отвергнуть верную 
гипотезу. Обычно уровень значимости принимается равным α = 0,05 или α = 
0,01. 

Вычислим коэффициент линейной коэффициента корреляции rxy, ис-
пользуя данные таблицы 5.6. Получим  

;77,64;26,2;4,117;18,4  yxyx   

28,0xyr . 

Проверим значимость полученного значения 28,0xyr . Вычислим  

.82,0

210

28,01

28,0

2

1 22












n

r

r
t

xy

xy
r  

Критическое значение (согласно табл. А1) при  α = 0,05 и k=8  
tкр = 2,31. 

Так как условие tр > tкр не выполняется, то делаем вывод о незначимости 
полученного значения 28,0xyr , т. е. о его незначимом отличии от нуля. 

Контрольные вопросы 
1) Как определяется степень тесноты связи двух качественных альтер-

нативных признаков? 
2) Как определяется степень тесноты связи двух качественных при-

знаков, принимающих более чем два значения? 
3) Назовите ранговые коэффициенты связи и формулы их вычисления. 
4) Укажите, по какой формуле вычисляется коэффициент линейной 

корреляции и как проверяется его значимость. 
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Лабораторная работа №6.  Статистическое изучение взаимосвязи                             
социально-экономических явлений 

Задание 1. По заданным исходным данным (табл. 5.10) определить 
степень связи между успеваемостью студентов-заочников одного из вузов 
и работой их по специальности (вычислить коэффициенты ассоциации и 
контингенции). 

Задание 2. По заданным исходным данным (табл. 5.11) определить 
степень связи двух качественных признаков (вычислить коэффициенты  
взаимной сопряженности Пирсона и Чупрова). 

Задание 3. По заданным исходным данным (табл. 5.12) определить 
степень связи двух ранжированных признаков (вычислить коэффициенты 
ранговой корреляции Спирмена и Кендалла). Проверить значимость коэф-
фициента ранговой корреляции Спирмена. 

Задание 4. По заданным исходным данным (табл. 5.12) вычислить 
значение линейного коэффициента корреляции rxy и проверить его значи-
мость. 

Таблица 5.10 
Исходные данные для задания 1 лабораторной работы № 6.  

Зависимость успеваемости студентов-заочников от работы их по специально-
сти     (n – номер варианта) 

Студенты- заочники Общее число 
студентов 

Число студентов 

получившие поло-
жительные оценки

получившие не-
удовлетворитель-

ные оценки 
Работающие по спе-

циальности 200-n 180+2n 20+n 

Не работающие по 
специальности 200+5n 140+7n 60+2n 

Итого 400+4n 320+9n 80+3n 
 

Таблица 5.11 
Исходные данные для задания 2 лабораторной работы № 6.  

Зависимость между производительностью труда и себестоимостью 
продукции (n – номер варианта) 

Себестоимость 
Производительность труда

Итого 
высокая средняя низкая

Низкая 
Средняя 
Высокая 

19+2n 
7+n2 

4+n(n-1) 

19+n
30-n 

10+2n

9+5n
15+2n 
26-n

47+8n
52+n(n+1) 

40+n2 

Итого 30+n(2n+1) 59+2n 50+6n 139+2n2+9n
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Таблица 5.12 
Определение исходных данные для задания 3 лабораторной работы № 6.  

Варианты заданий 

Вариант Таблица Графа Вариант Таблица Графа 
1 5.13 4 и 5 14 5.14 3 и 5 
2 5.14 2 и 3 15 5.13 6 и 8 
3 5.13 4 и 6 16 5.14 3 и 6 
4 5.14 2 и 4 17 5.13 6 и 9 
5 5.13 4 и 7 18 5.14 3 и 7 
6 5.14 2 и 5 19 5.13 7 и 8 
7 5.13 5 и 6 20 5.14 3 и 8 
8 5.14 2 и 6 21 5.14 3 и 5 
9 5.13 5 и 7 22 5.13 6 и 8 
10 5.14 2 и 7 23 5.14 3 и 6 
11 5.13 5 и 8 24 5.13 6 и 9 
12 5.14 3 и 4 25 5.14 3 и 7 
13 5.13 6 и 7 

Таблица 5.13 
Валовый сбор льноволокна  (в хозяйствах всех категорий;тысяч тонн) 

Регион 
В среднем за год  

1991
 

1992
 

1993
 

1994
 

1995
 

1996 
 

1997 
 

19981981-
1985 

1986-
1990 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
Вологодская обл.  13,5 10,2 11,2 7,6 3,4 4,1 5 2,2 1,1 3,4 
Новгородская обл. 6,6 4,6 3,5 2,4 3,6 1,8 4,6 4,7 0,9 1,1 
Псковская обл. 11,9 8 7,3 3,4 4,6 1,8 3,8 3,7 1,5 2,4 
Брянская обл. 1,3 1,7 1,7 2 0,7 0,6 0,9 0,3 0,1 0,5 
Владимирская обл.   0 0,1 0,1 0 0,4 0,3 0,1 0,1 
Ивановская обл. 3,5 3,2 3,6 2 2 1,9 1,4 1,7 1,1 1 
Калужская обл. 2,1 2,4 1,9 0,8 1,3 1,4 1,9 1 0,6 0,5 
Костромская обл. 9 8,2 7,6 3,9 2,7 2,9 2,9 2,8 1,7 2,2 
Смоленская обл. 42,1 27 16,7 18,9 6,8 8,3 11,2 6,6 1,9 1,2 
Тверская обл. 34,6 32,8 24,9 21,8 18,1 20,4 25,4 26,5 6,9 10,4 
Ярославская обл. 6,8 5,5 4,2 3,7 1,5 1,6 2,9 1,1 0,6 1,1 
Республика Марий 
Эл 

2 1,5 1,6 0,4 1,9 1,1 0,1 0,9 0,8 0,4 

Кировская обл. 3,4 4,4 5,3 2,1 2,9 1,8 1,4 1,7 0,8 0,9 
Нижегородская 
обл. 

4,9 4,6 4,4 2,2 2,2 1,4 0,8 0,6 0,5 0,8 

Удмуртская Респ. 3,8 4,3 2,8 3,1 3,8 1,6 1,7 2,4 1,4 2,2 
Пермская обл. 0,7 0,1 0 0,1 0 0,1 0 0,1 0,1 0,1 
Алтайский край 1 1,3 1,3 0,6 0,8 0,8 1,1 0,9 1,8 2,7 
Новосибирская 
обл. 

2,3 2,6 2,7 2 1,1 1,5 1,9 1,3 2 1,9 

Омская обл. 1 0,9 0,6 0,6 0,6 0,8 0,8 0,1 0,2 0,3 
Томская обл. 0,6 0,4 0,5 0,2 0 0,2 0,2 0 0,1 0,1 

80



  81

Таблица 5.14 
Объем произведенной по основному виду деятельности продукции (работ, 
услуг) малыми предприятиями по отраслям экономики в 1998 г.  (миллио-

нов рублей) 

Регион 
П
ро
м
ы
ш
ле
нн
ос
ть

 

С
ел
ьс
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е 
хо
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йс
тв
о 
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тр
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ск
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со
ци

-
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1 2 3 4 5 6 7 8 9
Республика Карелия 157,6 24,6 166 8 301,7 83 2,5 9
Республика Коми 271,6 4 794,7 34,5 200,6 41,9 8 7,4
Архангельская область 323,6 13,2 300,7 82,5 552,7 53,4 2,3 19,2
Вологодская область 998,4 81,8 693,8 39,3 267,4 124,7 12,2 11,3
Мурманская область 724,2 5,3 174,5 79,6 580,5 4,5 2,6 15,6
Ленинградская область 675,9 18,9 1249,7 150,6 353 25,5 16,4 25,4
Новгородская область 270,4 47,7 150,2 39,8 130,5 10,8 5,3 11,6
Псковская область 231,9 48,9 218,6 18,6 110,8 6,1 0,6 3,6
Брянская область 140,1 3,3 137,5 14 222,4 12,7 1,4 3,1
Владимирская область 491,1 13,8 286,3 21,6 329 12,2 5,7 9,4
Ивановская область 436,5 22,5 178,5 10,3 203,8 36,5 10,4 20,4
Калужская область 728,4 31,8 477,9 15,2 214,7 6,7 2,2 12
Костромская область 435,3 8,3 134,4 6,9 157,4 7,3 2,3 2,6
Московская область 3202,7 84,6 2583,9 359,5 3571,4 357,7 85 172,6
Орловская область 184,8 4,3 72,1 24,3 132,3 18,4 3,3 3,3
Рязанская область 378,3 36,3 199,8 22,5 231,5 29 2,9 3,6
Смоленская область 187,8 39,7 58,1 34,4 104,5 30,9 12,4 3
Тверская область 236,1 81,2 279,2 9,2 174,4 7,9 5,9 5,5
Тульская область 545,1 46,1 332,7 19,8 400,2 35,8 6,4 8,8
Ярославская область 689,7 52,4 794,9 55,1 628,3 101,6 5,5 37,6
Республика Марий Эл 244,6 7,8 79,8 25,2 252,4 60,4 1,2 3,4
Республика Мордовия 81,2 48,7 250,5 10,4 157,8 36,7 2,4 5,5
Чувашская Республика 404,4 10,2 367,6 47,2 464,1 14,8 4,6 24,5
Кировская область 344,7 34,8 221,8 12,9 175,3 58,2 2,8 6,2
Нижегородская область 1153,4 27,5 3019,2 57,1 1274,8 218,7 12 58,9
Белгородская область 426,7 28,3 423,7 8,3 400,8 11,6 2,6 49,2
Воронежская область 644,1 43,7 266,8 73,3 520,3 77,2 21,7 35,9
Курская область 277 9,9 329 13,7 331,8 3,7 2,2 9,1
Липецкая область 403,7 19,8 268,2 11,7 258,5 6,4 24,3 5,6
Тамбовская область 96,4 9,8 196,2 15,2 175,6 24,9 3,8 1,3
Республика Калмыкия 9,6 17,4 63 4,3 53,8 1,7 1,4 2,1
Республика Татарстан 2250,1 13 1060,1 163,9 830,6 124,1 2,3 30,4
Астраханская область 284,8 9 325,4 23,5 147,9 18,2 5,8 8,5
Волгоградская область 496,6 58,7 835,7 45,8 740 50,1 34,3 19,6
Пензенская область 206,7 2,9 164,8 10,6 232,8 12,4 5,2 13,2
Самарская область 2110,8 10,8 3003,4 320,6 4097,4 23 26,7 61,2
Саратовская область 693,4 24,8 895,9 133,4 730,5 31,2 30,3 24
Ульяновская область 417,8 3,1 281,2 10,2 166,5 27,7 4,9 11
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6. ИНДЕКСЫ И ИХ ИСПОЛЬЗОВАНИЕ В ЭКОНОМИКО-
СТАТИСТИЧЕСКИХ     ИССЛЕДОВАНИЯХ 

6.1. Общие понятия 
Индекс – это относительная величина, показывающая, во сколько раз 

уровень изучаемого явления в данных условиях отличается от уровня того 
же явления в других условиях. Различие условий может проявляться во 
времени (тогда говорят об индексах динамики), в пространстве (террито-
риальные индексы), в выборе в качестве базы сравнения какого-либо ус-
ловного уровня, например планового показателя, уровня договорных обя-
зательств и т. п. Соответственно вводят индекс выполнения обязательств 
или, если плановый уровень сравнивается с уровнем предыдущего перио-
да, – индекс планового задания. 

С помощью индексных показателей решаются следующие основные 
задачи: 

– характеристика общего изменения сложного экономического показа-
теля и отдельных его элементов; 

– измерение влияния факторов на общую динамику сложного показа-
теля, включая характеристику влияния изменения структуры явления. 

Индекс является результатом сравнения двух одноименных показателей, 
поэтому при их вычислении различают сравниваемый уровень (числитель 
индексного отношения), называемый текущим, или отчетным, и уровень, с 
которым производится сравнение (знаменатель индексного отношения), на-
зываемый базисным. Выбор базы определяется целью исследования. 

По степени охвата элементов совокупности различают инди-
видуальные и сводные (общие) индексы. Индивидуальные индексы ха-
рактеризуют изменение признака у отдельного элемента совокупности. 
Индивидуальные индексы также применяются в ситуации, если иссле-
дователь не интересуется структурой изучаемого явления и количествен-
ную оценку уровня в данных условиях сравнивает с такой же конкретной 
величиной уровня этого явления в других условиях. 

Так, уровень товарооборота в виде суммы выручки от продажи товара 
в условиях отчетного года Q1 сравнивается с аналогичной суммой выручки 
базисного года Q0. В итоге получаем индивидуальный индекс товарообо-
рота 

iQ = Q1/ Q0. 
Если известно, что изучаемое явление неоднородно и сравнение уров-

ней можно провести только после приведения их к общей мере, экономи-
ческий анализ выполняют посредством так называемых сводных (общих) 
индексов. Индекс становится общим, когда в расчетной формуле явным 
образом учитывается неоднородность изучаемой совокупности.  
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Таким образом, сводные (общие) индексы характеризуют изменение 
в целом сложного явления, состоящего из несоизмеримых элементов. 

В зависимости от способа исчисления общих (сводных) индексов раз-
личаются агрегатные индексы и средние взвешенные индексы. При вы-
числении агрегатных индексов непосредственно используются суммы 
произведений исследуемых показателей. Средние взвешенные индексы 
вычисляются как взвешенные средние из индивидуальных индексов ис-
следуемого показателя. 

При территориальных сравнениях за базу принимают данные другой 
территории. 

При использовании индексов как показателей выполнения плана за 
базу сравнения принимаются плановые показатели. 

В зависимости от содержания и характера изучаемых социально-
экономических показателей различают индексы количественных (объем-
ных) показателей и индексы качественных показателей. 

К индексам количественных (объемных) показателей относятся 
индексы физического объема производства продукции, физического объе-
ма потребления продукции (производственного и личного) и индексы дру-
гих показателей, размеры которых характеризуются абсолютными величи-
нами. 

К индексам качественных показателей относятся индексы цен, се-
бестоимости, индексы средней заработной платы, производительности 
труда. Качественный показатель характеризует уровень изучаемого ре-
зультативного показателя в расчете на количественную единицу и опреде-
ляется путем деления результативного показателя на количественный по-
казатель, на единицу которого он определяется. Например, средняя зара-
ботная плата определяется путем деления фонда заработной платы на чис-
ленность работников; производительность труда определяется путем деле-
ния общего объема выработанной продукции на численность работников. 

При изучении динамики явления, т. е. при рассмотрении изменения 
явления за несколько последовательных периодов исчисляется некоторая 
совокупность индексов (система индексов). За базисную величину при 
этом принимают размер показателя в каком-либо периоде, предшествую-
щем отчетному. При этом возможны два способа расчета индексов − цеп-
ной и базисный.  

Цепные индексы получают путем сопоставления текущих уровней с 
предшествующими. Следовательно, база сравнения непрерывно меняется.  

Базисные индексы получают путем сопоставления с уровнем какого-
либо одного периода, принятого за базу сравнения. 

Для удобства применения индексного метода, составления формул 
индексов и их использования в статистико-экономическом анализе в тео-
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рии статистики разработана определенная символика и применяются соот-
ветствующие условные обозначения. 

Каждая индексируемая величина имеет свое символическое обозначе-
ние: 

q – количество продукции одного вида в натуральном выражении; 
р – цена за единицу продукции; 
z – себестоимость единицы продукции; 
t – затраты труда (рабочего времени) на единицу продукции; 
рq – стоимость продукции одного вида; 
Z = zq – себестоимость продукции одного вида; 
T = tq – затраты труда (рабочего времени) на выпуск продукции одного 

вида. 
Индексы по отдельным элементам изучаемого сложного эко-

номического явления (т. е. индивидуальные индексы) обозначаются сим-
волом i, у которого проставляется символ соответствующей индексируе-
мой величины.  

Например: 
iq – индивидуальный индекс объема (количества) отдельного вида 

продукции; 
ip – индивидуальный индекс цен на отдельный вид продукции (това-

ра); 
iz – индивидуальный индекс себестоимости единицы отдельного вида 

продукции; 
iqp – индивидуальный индекс стоимости отдельного вида продукции; 
iqz – индивидуальный индекс денежных затрат на выпуск одного вида 

продукции; 
iqt – индивидуальный индекс затрат труда на выпуск (производство) 

одного вида продукции. 
Общий (сводный) индекс изучаемого сложного экономического явле-

ния обозначается символом I, у которого отражается символ индексируе-
мой величины.  

Например: 
Iq – общий индекс физического объема продукции; 
Ip – общий индекс цен; 
Iz – общий индекс себестоимости; 
Iqp – общий индекс стоимости всех видов продукции; 
Iqz – общий индекс затрат на производство всех видов продукции; 
Iqt – общий индекс затрат труда на выпуск всех видов продукции. 
Для отражения базисных периодов времени применяются специаль-

ные обозначения, которые пишутся внизу символа используемых при на-
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писании индекса величин. Базисный период, с данными которого произво-
дится сравнение, обозначается нулевым значением «0», первый отчетный 
период – единицей «1».  

Кроме того, обозначения сравниваемого и базисного периодов можно 
проставлять внизу символа индекса (например, Iq1/0 ). 

6.2. Индивидуальные индексы  
Индивидуальный индекс физического объема выпуска продукции 

характеризует изменение выпуска (реализации или потребления) одного 
вида продукции и определяется по формуле 

,: 01̀0/1
qqiq       (6.1) 

где q1 и q0 – количество продукции данного вида в натуральном выраже-
нии соответственно в текущем и базисном периодах. 

Индивидуальный индекс стоимости продукции: 
,: 0011̀ pqpqiqp       (6.2) 

где p1 и p0 – цена единицы продукции данного вида  соответственно в те-
кущем и базисном периодах;  q1p1 и q0p0 – стоимость продукции данного 
вида  соответственно в текущем и базисном периодах. 

Индивидуальный индекс затрат на выпуск продукции показывает 
изменение затрат на производство одного вида продукции и имеет сле-
дующий вид: 

,: 0011̀0/1
zqzqiqz       (6.3) 

где z1 и z0 – себестоимость единицы продукции данного вида  соответст-
венно в текущем и базисном периодах;  q1z1 и q0z0 – сумма затрат на вы-
пуск продукции данного вида  соответственно в текущем и базисном пе-
риодах. 

Индивидуальные индексы цен, себестоимости, затрат рабочего 
времени на единицу продукции характеризуют изменение цен, себестои-
мости, затрат рабочего времени по каждому виду продукции: 

,:;:;: 01
0/1

01
0/1

01
0/1

tttizzzipppi     (6.4) 

где p1 и p0 – цена единицы продукции каждого вида  соответственно в те-
кущем и базисном периодах; z1 и z0 – себестоимость единицы продукции 
каждого вида  соответственно в текущем и базисном периодах; t1 и t0 – за-
траты времени на  единицу продукции каждого вида  соответственно в те-
кущем и базисном периодах. 

6.3. Агрегатные сводные индексы  
Агрегатные индексы вычисляются как отношение двух сумм, каждая 

из которых представляет собой произведение двух величин. Одна величи-
на является индексируемой величиной и имеет разные значения в числите-
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ле и знаменателе формулы, а другая служит «соизмерителем» и имеет оди-
наковые значения. Для индексов количественных показателей соизмерите-
лем берется базисное значение соответствующего показателя, а для индек-
сов качественных показателей − текущее значение. 

Агрегатный индекс физического объема продукции Iq1/0 характе-
ризует изменение выпуска всей совокупности продукции и исчисляется по 
формуле 

,
00

01
0/1 


pq

pq
I q      (6.5) 

где q1 и q0 – количество выработанных единиц отдельных видов продук-
ции соответственно в отчетном и базисном периодах;  p0 – цена еди-
ницы отдельного вида продукции в базисном периоде. 

В агрегатном индексе физического объема продукции индексируемой 
величиной является количество продукции (q), а цена (р) служит коэффи-
циентом соизмерения (соизмерителем). 

Кроме того, в качестве соизмерителей могут быть использованы себе-
стоимость единицы продукции, а также затраты рабочего времени на еди-
ницу продукции. В этом случае агрегатный индекс физического объема 
определяется по формулам: 

,;
00

01

0/1
00

01

0/1 



 

tq

tq
I

zq

zq
I qq     (6.6) 

где z0 – себестоимость единицы продукции каждого вида  в базисном пе-
риоде;       t0 – затраты рабочего времени на производство единицы про-
дукции каждого вида  в базисном периоде. 

Агрегатный индекс цен характеризует среднее изменение цен по со-
вокупности различных видов продукции и исчисляется по формуле 




10

11

0/1 qp

qp
I p .     (6.7) 

Этот вариант индекса был предложен Г. Пааше. 
Индексируемой величиной является цена (р), количество продукции 

(q) носит название веса. 
Следует отметить, что для характеристики среднего изменения цен на 

потребительские товары (потребительскую корзину) агрегатный индекс 
цен рекомендуется определять по формуле 




00

01

0/1 qp

qp
I p ,     (6.8) 

предложенной Э. Ласпейресом. 
Принципиальное отличие формулы (6.5) от (6.7) заключается в том, 

что в первом случае соизмерителем служит базисное значение соответст-
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вующего показателя p0, а во втором случае − текущее значение q1. Общее 
правило исчисления индексов заключается в следующем: в индексах коли-
чественных показателей в качестве соизмерителя берется базисное значе-
ние признака, а в индексах качественных показателей − текущее значение 
признака. 

Фишер предложил вычислять так называемый гармонический индекс 
цен, как среднюю геометрическую из индексов Пааше и Ласпейреса 

Ласпейреса
p

Пааше
p

Фишера
p III

0/10/10/1
 .   (6.8а) 

 
Агрегатный индекс себестоимости единицы продукции характери-

зует среднее изменение себестоимости единицы продукции по совокупно-
сти различных видов продукции и исчисляется по формуле 




10

11

0/1 qz

qz
I z .     (6.9) 

Агрегатный индекс трудоемкости изготовления единицы продук-
ции характеризует среднее изменение трудоемкости изготовления едини-
цы продукции по совокупности различных видов продукции и исчисляется 
по формуле 




10

11

0/1 qt

qt
It .     (6.10) 

Величина, обратная индексу трудоемкости, называется индексом про-
изводительности  

0/1пр
I = 1/

0/1t
I . 

Агрегатный индекс стоимости продукции (товарооборота) характе-
ризует изменение себестоимости всей произведенной продукции и исчис-
ляется по формуле 




00

11

0/1 pq

pq
Iqp .     (6.11) 

Агрегатный индекс затрат на выпуск всей продукции имеет сле-
дующий вид: 

,
00

11

0/1 


zq

zq
qzI      (6.12) 

где q1z1 и q0z0 – затраты на выпуск продукции каждого вида  соответст-
венно в отчетном и базисном периодах. 

Агрегатный индекс совокупных трудозатрат на выпуск всей про-
дукции вычисляется по формуле 

,
00

11

0/1 


tq

tq
tzI      (6.13) 
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где q1t1 и q0t0 – трудозатраты на выпуск продукции каждого вида  соответ-
ственно в отчетном и базисном периодах. 

В формулах (6.11 − 6.10) индексируемыми показателями являются ве-
личины рq,  zq  и tq, соответственно, а соизмерители отсутствуют за нена-
добностью. 

Следует отметить, что следствием применяемых при расчете формул 
являются соотношения  

tqqtTzqqzZpqqp IIIIIIIII   ,, .   (6.14) 

Говорят, что индексы, связанные соотношениями (6.14), образуют 
системы индексов. 

Агрегатный территориальный индекс физического объема произ-
водства (реализации) продукции имеет вид 

,
/ 


pq

pq
I

Г

В

ГВq      (6.15) 

где qВ и qГ – количество выпущенной (реализованной) продукции каждого 

вида  соответственно  на  территории В и Г;  
ГB

ГГBB

qq

qpqp
p




  – средняя 

цена каждого вида продукции по сравниваемым территориям. 
Агрегатный территориальный индекс цен имеет вид 

,
/

ВГ

ВВ

ГВp qp

qp
I


      (6.16) 

где pВ и pГ  – цена за единицу продукции каждого вида соответственно на 
территории В и Г; qВ – количество выпущенной (реализованной) продук-
ции каждого вида в натуральном выражении по территории В.  

В качестве фиксированного показателя (веса) в данном индексе при-
нят объем продукции территории В. 

При построении данного индекса в качестве веса могут быть приняты 
также объем продукции той территории, с которой производится сравне-
ние (Г), или суммарный объем продукции двух территорий: 

.
)(

)(
;

// 









ГВГ

ГВВ

ГВp

ГГ

ГВ

ГВp qqp

qqp
I

qp

qp
I   (6.17) 

При различных приемах «взвешивания» получаются различные чи-
словые значения территориального индекса цен. В практике расчетов 
предпочтение отдается первому варианту. 

6.4. Средняя форма индексов 
Средняя форма индекса физического объема продукции применя-

ется в том случае, если известны индивидуальные индексы объема по от-
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дельным видам продукции и стоимость отдельных видов продукции (или 
затраты на отдельные виды продукции) в базисном периоде. 

Сводный индекс физического объема продукции рассчитывается как 
средняя взвешенная арифметическая из  индивидуальных индексов объема 
продукции iq   

,
00

00

0/1 



pq

pqi
I

q
q     (6.18) 

где  q0p0 – стоимость  продукции каждого вида  в базисном периоде (вы-
ступает в качестве веса).  

Формула (6.18) получается из формулы (6.5) с помощью замены q1= iq 
·q0. 

Средние взвешенные индексы цен применяются в том случае, если 
известны индивидуальные индексы цен по отдельным видам продукции, а 
также стоимость отдельных видов продукции в отчетном периоде. 

Сводный индекс цен рассчитывается как средняя взвешенная гармо-
ническая из  индивидуальных индексов цен ip  

,
1

11

11




qp

i

qp
I

p

p      (6.19) 

где q1p1 – стоимость  продукции каждого вида  в текущем периоде. 
Формула (6.19) получается из формулы (6.7) с помощью замены p1= p0 / ip. 

6.5. Цепные и базисные индексы 
Цепные и базисные индексы представляют собой совокупность ин-

дексов, характеризующих изменение исследуемого показателя в течение 
нескольких последовательных периодов времени. 

Цепные индексы получают путем сопоставления показателя текуще-
го периода с показателем предшествующего периода. 

Базисные индексы получают сравнением показателя любого периода 
с показателем какого-нибудь одного периода, принятого за базу сравнения. 

Цепные агрегатные индексы физического объема продукции  









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I qqq   и т. д.  (6.20) 

представляют собой систему индексов с переменными весами. 
Базисные агрегатные индексы физического объема продукции  








 
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I
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pq
I

pq

pq
I qqq  и т. д.    (6.21) 

представляют собой систему индексов с постоянными весами. 
Цепные агрегатные индексы цен 
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   и т. д.  (6.22) 

представляют собой систему индексов с переменными весами. 
Базисные агрегатные индексы цен в форме Пааше  
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   и т. д.  (6.23) 

представляют собой систему индексов с переменными весами. 
Базисные агрегатные индексы цен в форме Ласпейреса  
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
    и т. д.  (6.24) 

представляют собой систему индексов с постоянными весами. 

6.6. Использование индексного метода в анализе взаимосвязи  
экономических явлений 

Индексный метод используется при изучении роли отдельных факто-
ров в динамике какого–либо сложного явления, позволяя определить раз-
мер абсолютного изменения сложного явления за счет каждого фактора в 
отдельности. 

Абсолютное изменение сложного экономического показателя за счет 
каждого фактора может быть определено и в том случае, если этот показа-
тель представляет собой сумму произведений, определяющих его величи-
ну показателей. К числу таких показателей относятся: общая стоимость 
всей выработанной (или реализованной) продукции, общая сумма затрат 
на ее производство, общая сумма затрат труда на производство всей про-
дукции. В этом случае  роль отдельных факторов изменения результатив-
ного показателя оценивается путем построения системы взаимосвязанных 
индексов (6.14).  

Агрегатный индекс общей стоимости продукции (Iqp) равен произве-
дению агрегатного индекса физического объема продукции (Iq) и агрегат-
ного индекса цен (Ip), если коэффициенты соизмерения в индексе физиче-
ского объема взяты из базисного периода, а веса в индексе цен – из теку-
щего периода. В общем виде это равенство должно быть записано так: 
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III pqqp 






    (6.25) 

Общее абсолютное изменение общей стоимости продукции qp  за 
счет изменения двух факторов − количества продукции и цен вычисляется 
по формуле 

 0011 pqpqqp .     (6.26) 
Абсолютное изменение общей стоимости продукции за счет отдель-

ных факторов: 
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а) за счет изменения физического объема продукции 
,)( 0001   pqpqqpq     (6.27) 

б) за счет изменения цен на продукцию 
.)( 1011 qpqppqp       (6.28) 

Имеет место соотношение 
.)()( pqpqqpqp       (6.29) 

Агрегатный индекс общих затрат (Iqz) представляет собой произведе-
ние агрегатного индекса физического объема продукции (Iq) и агрегатного 
индекса себестоимости продукции (Iz) при условии, что коэффициенты со-
измерения в индексе объема и веса в индексе себестоимости взяты из раз-
ных периодов: 
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Абсолютное изменение общей суммы затрат на выпуск продукции 
qz  за счет изменения количества выработанной выпуска продукции и ее 

себестоимости  вычисляется по формуле 
 0011 zqzqqz .    (6.31) 

Абсолютное изменение общей суммы затрат на выпуск продукции за 
счет отдельных факторов: 

а) за счет изменения физического объема продукции 

  0001)( zqzqqpz ,    (6.32) 

б) за счет изменения себестоимости единицы продукции 

1011)( qzqzzqz   .    (6.33) 

Имеет место соотношение 
)()( zqzqqzqz  .     (6.34) 

6.7. Индексы средних величин  
При анализе динамики уровней средних величин различных экономи-

ческих показателей (средней себестоимости, средней цены, средней зара-
ботной платы и т. д.) ставится задача не только оценить общее изменение 
этих величин, но и изучить причины этого изменения. Напомним, что 
средние величины должны рассчитываться по однородным совокупностям. 

Например, средняя себестоимость z единицы продукции одного вида, 
выпускаемой несколькими предприятиями, исчисляется по формуле сред-
ней арифметической взвешенной: 




q

zq
z .      (6.35) 
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Используя величины di= qi / ∑qi, представляющие собой доли пред-
приятий в общем выпуске продукции, выражение для определения  
z можно представить в виде 

 zdz .      (6.36) 

То есть величина средней себестоимости z зависит как от удельной 
себестоимости продукции на каждом предприятии, так и от доли каждого 
предприятия в общем выпуске продукции или, иными словами, как от соб-
ственно себестоимости, так и от структуры выпуска продукции (структуры 
изучаемого явления). 

Анализ динамики уровней средних величин выполняется с помощью 
системы взаимосвязанных индексов: индекса переменного состава, индек-
са фиксированного состава и индекса влияния структурных сдвигов.  

Построение этой системы индексов будет показано на примере ана-
лиза себестоимости одного вида продукции, выпускаемой несколькими 
предприятиями фирмы. 

Изменение себестоимости продукта по группе предприятий определя-
ется следующим индексом: 

,
0

1
0/1 z

z
I z       (6.37) 

где 



1

11
1 q

qz
z и 




0

00
0z

q

qz
 – средняя себестоимость единицы продукции 

по группе предприятий  соответственно в текущем и базисном периодах; z1 

и z0 – себестоимость единицы продукции каждого предприятия  соответст-
венно в отчетном и базисном периодах; q1 и q0 – выпуск продукции в нату-
ральном выражении каждым предприятием  соответственно в отчетном и 
базисном периодах. 

Иными словами, 

.:
00

11

0

00

1

11

0/1 






 

dz

dz

q

qz

q

qz
I ПСz     (6.38) 

Этот индекс носит название индекса переменного состава. Он харак-
теризует полное изменение средней величины, произошедшее вследствие 
изменения двух факторов: себестоимости и структуры продукции. 

Общее абсолютное изменение средней себестоимости по группе предпри-
ятий z :  

 001101 dzdzzzz .   (6.39) 

Чтобы устранить влияние изменений в структуре весов на показатель 
изменения среднего уровня себестоимости, рассчитывается отношение 
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средних с одними и теми же весами, т. е. исчисляется индекс себестоимо-
сти фиксированного состава 

.:
10

11

10

11

1

10

1

11

0/1 









 

dz

dz

qz

qz

q

qz

q

qz
IФСz    (6.40) 

Полученный индекс себестоимости фиксированного состава отражает 
изменение уровня средней себестоимости, вызванное изменениями значе-
ний себестоимости по отдельным предприятиям.  

Абсолютное изменение средней себестоимости по группе предпри-
ятий за счет изменения уровня себестоимости по отдельным предприятиям 

)(zz определяется соотношением 

  1011)( dzdzzz .    (6.41) 

Индекс структурных сдвигов СС
zI , характеризующий влияние из-

менения долей предприятий в выпуске продукции (изменений в структуре 
выпуска продукции) определяется по формуле 




00

10

0/1 dz

dz
I ССz ,     (6.42) 

а абсолютное изменение средней себестоимости по группе предприятий за 
счет структурных сдвигов в объеме продукции )(dz определяется соот-
ношением 

  0010)( dzdzdz .   (6.43) 

Поскольку изменение средней себестоимости в целом по группе 
предприятий определяется изменением двух факторов, то имеют место со-
отношения 

.)()(; 010/10/10/1
zzdzIII zzz

СС
z

ФС
z

ПС
z     (6.44) 

 
Контрольные вопросы 
1) Дайте определение понятий «индекс», «индивидуальный индекс», 

«сводный индекс». 
2) Приведите примеры индексов количественных (объемных) показа-

телей и индексов качественных  показателей. 
3) Что понимается под агрегатной и средней формами индексов? 
4) Приведите примеры сводных индексов количественных показате-

лей в агрегатной и средней форме. 
5) Приведите примеры сводных индексов качественных показателей в 

агрегатной и средней форме. 
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6) Приведите примеры территориальных индексов. 
7) Напишите формулы расчета сводного индекса цен в различных 

формах. 
8) Дайте определение  цепных и базисных индексов и приведите примеры. 
9) Какие индексы применяются при анализе изменения средних величин? 
 
Решение типовых задач 
1. Выпуск продукции по заводу почвообрабатывающих машин за два 

квартала следующий: 

Вид продукции 
Выпуск, шт. 

Отпускная цена за 
шт., тыс. руб. 

I кв.(q0) II кв. (q1) I кв. (р0) II кв. (p1) 
Плуги навесные 2500 2610 4,8 5,4 
Плуги прицепные 3000 2950 7.1 7,6 
Культиваторы навесные 3600 3700 5,0 5,7 

Определить: 
1) изменение (в %) выпуска каждого вида продукции, а также измене-

ние выпуска продукции в целом по предприятию; 
2) изменение цен (в %) по каждому виду продукции и среднее изме-

нение цен по всему ассортименту продукции; 
3) абсолютное изменение общей стоимости продукции, выделив из 

общей суммы изменение за счет изменения количества продукции и за 
счет изменения цен. 

Решение. 1. Для характеристики изменения выпуска каждого вида 
продукции исчисляются индивидуальные индексы физического объема 
продукции: 

 
0

1
0/1 q

q
iq     (условные обозначения представлены в таблице). 

Плуги навесные  ,044,1
2500

2610
0/1

qi  

  

или 104,4 %, т. е. выпуск увеличился на 4,4 % (104,4 – 100). 
 

Плуги прицепные ,983,0
3000

2950
0/1

qi    

или 98,3 %, следовательно, выпуск снизился на 1,7 % (98,3 – 100). 

Культиваторы навесные ,028,1
3600

3700
0/1

qi   

или 102,8 %, т. е. увеличение выпуска на 2,8 %. 
Для характеристики изменения выпуска продукции в целом по пред-

приятию исчисляется агрегатный индекс физического объема продукции: 
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,013,1
51300

51973

0,536001,730008,42500

0,537001,729508,42610

00

01
0/1









pq

pq
Iq  

или 101,3 %, т. е. в целом по предприятию выпуск продукции увеличился 
на 1,3 %, в результате стоимость продукции увеличилась на 673 000 руб. 
(51 973 – 51300). 

2. Для характеристики изменения цен по каждому виду продукции ис-
пользуются индивидуальные индексы цен: 

.
0

1
0/1 p

p
i p   

Плуги навесные ,125,1
8,4

4,5
0/1

pi  

или 112,5 %, следовательно, цена повысилась на 12,5 % (112,5 –100). 

Плуги прицепные  ,170,1
1,7

6,7
0/1

pi  

или 107,0 %, т. е. цена возросла на 7,0 %. 

Культиваторы навесные  ,140,1
0,5

7,5
0/1

pi    

или 114,0 %, т. е. цена возросла на 14,0 %. 
Среднее изменение цен по всему ассортименту продукции определя-

ется по формуле агрегатного индекса цен: 

,108,1
97351

60457

37000,529501,726108,4

37007,529506,726104,5

10

11

0/1









qp

qp
I p

 
или 110,8 %. 

Таким образом, цены на продукцию предприятия повышены в сред-
нем на 10,8 %, за счет чего стоимость продукции повысилась на 5631 тыс. 
руб. (57 604 – 51 973). 

3. Абсолютное изменение стоимости продукции определяется по формуле 
тыс.руб.630451300576040011   pqpqpq ; 

абсолютное изменение стоимости продукции за счет изменения выпуска про-
дукции: )(qpq = 673 тыс. руб. (см. решение в п. 1); абсолютное изменение 

стоимости продукции за счет изменения цен: )( ppq = 5631 тыс. руб.      
(см. решение в п. 2); 

)()( ppqqpqpq  = 673 + 5631 = 6304 тыс. руб., что и соответ-
ствует ранее полученной сумме. 

2. По предприятию имеются следующие данные о реализации про-
дукции: 
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Вид про-
дукции 

Единицы 
измерения 

Реализовано Общая стоимость реализо-
ванной продукции, тыс. руб.

сентябрь, q0 октябрь, q1 сентябрь, q0p0 октябрь, q1p1 

Цемент  т  18200 19500 8918 9594 
Кирпич  тыс. шт. 3400 4000 2958 520 

Определить: 
1) среднее изменение цен на реализованную продукцию и абсолютное 

изменение стоимости реализованной продукции за счет изменения цен; 
2) общее изменение физического объема реализованной продукции 

предприятия и абсолютное изменение стоимости реализованной продук-
ции за счет изменения ее физического объема. 

Решение. 
1. Среднее изменение цен на реализованную продукцию определяется 

по формуле агрегатного индекса цен: 

,
10

11
0/1 


qp

qp
I p  

где ∑p1q1  – стоимость реализованной продукции за октябрь;  ∑p1q1  = 9 
594 +   + 3 520 = 13 114 тыс. руб. (условные обозначения проставлены в 
таблице). 

Для расчета Σp0q1 необходимо по первичной информации исчислить 
цены за единицу продукции в сентябре: 

цемент  490
20018

0009188

0

00
0 

q

qp
p  руб.; 

кирпич  870
3400

0009582

0

00
0 

q

qp
p  руб. 

 0004803000555940008705001949010qp  

  = 13 035 000 руб. = 13 035 тыс. руб. 

,0060,1
03513

11413
0/1

pI  или 100,60 %. 

Следовательно, цены на продукцию предприятия повышены в сред-
нем на 0,60  (100,60 – 100). 

Изменение стоимости реализованной продукции за счет изменения 
цен на продукцию: 

тыс.руб.,790351311413)( 1011   qppqppq  

т. е. увеличение на 79 тыс. руб. 
2. Для характеристики изменения физического объема реализованной 

продукции предприятия исчисляется агрегатный индекс физического объ-
ема продукции: 
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098,1
87611

03513

29588918

03513

00

01

0/1








pq

pq
I q    или 109,8 %, 

т. е. в целом по предприятию физический объем реализованной продукции 
увеличился на 9,8 % (109,8 – 100). 

Изменение стоимости реализованной продукции за счет изменения 
объема реализованной продукции: 

руб.,тыс.11598761103513)( 0001   qppqqpq  

т. е. имеется увеличение на 1159 тыс. руб. 
Проверка. Общий прирост стоимости реализованной продукции: 

руб.,тыс.1238115979)()(

руб.,тыс.123887611114130011



 
qpqppqpq

qppqpq
 

что и соответствует ранее полученному результату. 
3. Имеются следующие данные о выпуске кирпича (красный кирпич 

М–100) тремя предприятиями фирмы: 

Ппред-
приятие 

Выпуск, тыс. шт. Себестоимость 1000 шт., руб. 
сентябрь, q0 октябрь, q1 сентябрь, z\0 октябрь, z1 

1 3000 3500 610 608 
2 6000 7700 590 580 
3 3000 2800 630 628 

Определить:  
1) изменение себестоимости по каждому предприятию фирмы;  
2) изменение себестоимости по фирме, выяснив, за счет действия ка-

ких факторов это произошло. 
Решение. 
 1. Изменение себестоимости по каждому предприятию определяется 

с помощью индивидуального индекса себестоимости: 

0

1
01 z

z
zi

/
  (условные обозначения записаны в таблице). 

Предприятие № 1:   

,996,0
610

608
01


/

zi       или 99,6 %,  

т. е. себестоимость продукции снизилась на 0,4 % (100 – 99,6). 
Предприятие № 2:   

,983,0
590

580
01


/

zi или 98,3%,  

т. е. снижение себестоимости на 1,7 %. 
Предприятие № 3:  
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,997,0
630

628
01


/

zi или 99,7%,    

т. е. себестоимость снизилась на 0,3 %. 
2. Изменение средней себестоимости продукта по фирме определяется 

с помощью индекса переменного состава: 

,
0

1
01 z

z
zI

/
  

где 1z и 0z  – средняя себестоимость продукта по фирме соответственно в 
текущем и базисном периодах. 

руб.6,596
14000

8352000

280077003500

280062877005803500608

руб.;0,605
12000

7260000

300060003000

300063060005903000610

1

0













z

z
 

.%98,6или,986,0
0,605

6,596
01


/

zI  

Следовательно, в целом по фирме себестоимость кирпича снизилась 
на   1,4 % (98,6 – 100). 

Абсолютное изменение (снижение) себестоимости по фирме состави-
ло: 

руб.4,80,6056,59601  zzz  
Себестоимость продукта по фирме изменилась за счет двух факторов:  
а) изменения уровня себестоимости по каждому предприятию; 
б) изменения удельного веса предприятий в общем объеме выпуска 

продукции (структурный фактор). 
Для выявления влияния первого фактора (изменения уровня себе-

стоимости по предприятиям) определяется индекс себестоимости фикси-
рованного (постоянного) состава: 

,
10

11
01

'




dz

dz
zI /  

где d1 – удельный вес предприятия в общем объеме выпуска продукции в 
текущем периоде. 

Предприятие № 1:  .25,0
00014

5003

800270075003

5003
1 


d  

Предприятие № 2:  .55,0
00014

7007
1 d  

Предприятие № 3:  .20,0
00014

8002
1 d  

98



  99

%.98,9или,989,0
0,603

6,596

20,063055,059025,0610

20,062855,058025,0608
01

' 




/

zI

 
Следовательно, за счет изменения себестоимости продукции по каж-

дому предприятию себестоимость по фирме снизилась на 1,1 %, что в аб-

солютном размере составило  1011 dzdzz
z =  – 6,4 руб. (596,6 – 

603,0 = – 6,4). 

Для выявления влияния второго фактора (изменения в распределении 
продукции по предприятиям) определяется индекс влияния структурных 
сдвигов в объеме продукции: 

,
00

10

0/1 


dz

dz
I d  

где d0 – удельный вес предприятия в общем объеме выпуска продукции в 
базисном периоде. 

Предприятие № 1:  .25,0
00012

0003
0 d  

Предприятие № 2:  .5,0
00012

0006
0 d  

Предприятие № 3:  .25,0
00012

0003
0 d  

%.99,7или,997,0
605

0,603

20,063050,059025,0610

20,063055,059025,0610
0/1





dI

 
За счет изменений в распределении продукции по предприятиям себе-

стоимость продукта по фирме снизилась на 0,3 %, что в абсолютном раз-

мере составило  0010 dzdzz
d = – 2 руб. (603,0 – 605,0 = – 2,0). 

Совместное влияние двух факторов обеспечило следующее изменение 
себестоимости по фирме: 

,986,0997,0989,0'

0/10/10/1
  dIzIzI  

что соответствует ранее полученной величине. 
Абсолютное изменение себестоимости по фирме за счет двух факто-

ров: 

руб.4,8)0,2()4,6(  z
d

z
z

z  

Задачи для самостоятельной работы 
4.  По данным о выпуске продукции предприятием за два периода оп-

ределить индекс производительности труда. 
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Вид продукции 

I период II период 
Произведе-

но 
(тыс. шт.)

Трудоемкость
1 шт. (мин) 

Произведено 
(тыс. шт.) 

Трудоем-
кость 

1 шт. (мин)
I 
II 
III 

243 
356 
410 

52
38 
15

251
350 
435

38 
24 
17 

5.  По данным о продажах трех продуктов определить сводный индекс 
цен, физического объема продаж, товарооборота. 

Продукт 
Июль Август 

Цена за 1кг (руб.) Продано 
(кг) Цена за 1кг (руб.) Продано (кг) 

А 
Б 
В 

12 
4 
10 

4300
2700 
9150

11
2 
8

5500 
2700 
9600 

 

    6. Продажа мяса на двух рынках города за месяц характеризуется 
следующими данными: 

Рынок 
Сентябрь Октябрь 

Цена за 1кг  (руб.) Продано  (кг) Цена за 1кг (руб.) Продано
(кг)

I 
II 

15 
14 

4300 
2500 

17 
16 

4400 
3600 

Определить, на сколько увеличился объем продаж, в том числе за счет 
изменения цены,  за счет изменения физического объема продаж 

7. По двум ТЭЦ за два месяца имеются следующие данные о себе-
стоимости выработанной электроэнергии:  

Номер 
ТЭЦ 

Сентябрь Октябрь 
Выработано 
электроэнер-
гии, млн кВт-ч 

Себестоимость  
1 кВт-ч, руб. 

Выработано 
электроэнер-
гии, млн кВт-ч 

Себестои-
мость 

 1 кВт-ч, руб.
1 4000 0,08 5000 0,1 
2 1600 0,12 1800 0,11 

Определить в целом по двум ТЭЦ индекс переменного состава, ин-
декс постоянного состава и индекс структурных сдвигов. 

8. По предприятию имеются следующие данные о выпуске продук-
ции: 

Вид продукции 

Выпуск, тыс. т
Сопоставимая 
цена за 1 т, руб. 

про-
шлый 
год

отчетный год

план фактически 

Сталь арматурная 20 25 24 1600 
Прокат листовой 18 20 22 1950 
Швеллер 4 5 6 1900 
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Определить в целом по предприятию: а) запланированный процент 
увеличения физического объема продукции для отчетного года; б) факти-
ческий процент изменения физического объема продукции по сравнению с 
прошлым годом; в) процент выполнения плана выпуска продукции. 

9. Определить, на сколько процентов изменилась стоимость продук-
ции в отчетном году по сравнению с прошлым годом, если известно, что 
количество произведенной продукции в натуральном выражении умень-
шилось на 2,5 %, а отпускные цены на продукцию увеличились на 5,2 %. 

10. По заводу нефтепродуктов имеются следующие данные: 

Вид продукции 
Выпуск, тыс. т Общие затраты на про-

изводство продукции по 
плану, тыс. руб.план фактически

Бензин А-76 неэтилированный 40 42 46 800 
Бензин А-92/93 неэтилированный 38 38 51 870 
Авиакерасин ТС-1 70 77 51 170 
Дизельное топливо 110 99 82 500 

Определить: а) процент выполнения плана по выпуску продукции ка-
ждого вида; б) процент выполнения плана выпуска продукции в целом по 
предприятию. 

11. По товарной бирже имеются следующие данные о реализации гру-
зовых автомобилей: 

Марка авто-
мобиля 

Процент снижения (–), повышения 
(+) оптовых цен в отчетном периоде 

по сравнению с базисным

Стоимость реализованной 
продукции в отчетном пе-

риоде, тыс. руб.
МАЗ–5551  –2,0 7 360 
КамАЗ–55111   +3,8 15 200 
КамАЗ–53212   –0,6 9 000 

Определить среднее изменение цен на грузовые автомобили. 
12. Стоимость продукции в ценах соответствующих лет составила: в 

1996 г. – 25 млн руб., в 1997 г. – 32,5 млн руб. Индекс цен в 1997 г. соста-
вил по сравнению с 1996 г. 115%. Производительность труда на одного ра-
ботающего возросла за этот период со 120 до 144 тыс. руб. Определить ин-
дексы физического объема продукции, производительности труда и чис-
ленности работающих. 

13. Имеются следующие данные о выработке и себестоимости кирпи-
ча по двум однородным предприятиям: 

Предпри-
ятие 

Базисный период Отчетный период 
Произведено 
продукции,  
тыс. шт. 

Себестоимость 
1000 шт., руб. 

Произведено 
продукции,  
тыс. шт.

Себестоимость 
1000 шт., руб. 

1 4000 560 4500 540
2 5500 520 6000 520 
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Определить: 1) изменение себестоимости производства 1000 шт. кир-
пича по каждому предприятию; 2) абсолютную экономию (перерасход) за 
счет изменения себестоимости, полученную каждым предприятием; 3) 
среднюю себестоимость производства 1000 шт. кирпича в отчетном и ба-
зисном периодах в целом по группе предприятий; 4) изменение средней 
себестоимости по группе предприятий в отчетном периоде по сравнению с 
базисным; 5) влияние изменения себестоимости производства 1000 шт. 
кирпича на отдельных предприятиях на изменение средней себестоимости; 
6) влияние на изменение средней себестоимости структурных сдвигов в 
составе продукции; 7) абсолютное изменение затрат на производство, в 
том числе за счет увеличения продукции, а также за счет снижения себе-
стоимости производства 1000 шт. кирпича:    а) по каждому предприятию; 
б) в целом по двум предприятиям. 

14. В прошлом году металлургический завод выпустил чугуна на 5000 
тыс. руб., стали – на 3 500, проката – на 2 100 тыс. руб. На отчетный год 
предусмотрено увеличение производства чугуна на 12,0 %, стали – на 7,5%, 
проката – на  3,2 %. 

Определить, на сколько процентов должно увеличиться производство 
продукции в целом по предприятию. 

15. По данным о себестоимости продукции машиностроительного за-
вода исчислить цепные агрегатные индексы себестоимости: 

Вид продук-
ции 

Произведено продукции, ед. 
Себестоимость единицы про-

дукции, тыс. руб. 
Апрель Май Июнь Апрель Май Июнь 

Погрузчики 22 24 25 26 24 22 
Электрокары 16 18 19 38 40 48 
Конвейеры 18 19 20 53 52 50 

16. По предприятию, осуществляющему капитальный ремонт автомо-
билей КамАЗ, определить общий индекс объема продукции: 

Вид продукции 
Число ремонтов 
в прошлом году, 

ед. 

Изменение числа 
ремонтов в текущем 
году по сравнению с 
прошлым годом, %

Сопоставимая це-
на за единицу про-

дукции, 
 тыс. руб. 

Капитальный ремонт 
автомобилей 

2500 105 30,0 

Капитальный ремонт 
двигателей 

1200 107 8,5 

Капитальный ремонт 
агрегатов 

850 98 0,4 
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17. На основе приведенных данных по нефтеперерабатывающему за-
воду определить базисные агрегатные индексы физического объема про-
дукции и агрегатные индексы стоимости продукции. Объяснить, чем вы-
звано расхождение этих индексов. 

Вид продук-
ции 

Январь Февраль Март 
Количес-

тво, 
 тыс. 
тонн 

Оптовая 
цена за  
1 тонну, 
руб.

Количест-
во,  

тыс. тонн

Оптовая 
цена за  
1 тонну, 
руб.

Количес-
тво,  

тыс. тонн 

Оптовая 
цена за 
1 тонну, 
руб.

Бензин А-76 
(неэтилиро-
ванный)  

40 1800 42 1800 45 1820 

Авиакеросин 
ТС-1 60 1120 65 1150 70 1150 

Дизельное 
топливо 120 1160 125 1180 130 1080 

18. Общие затраты на производство продукции завода составили: в 
1995 г. – 7 800 тыс. руб.; в 1996 г. – 8 500, в 1997 г. – 9 000 тыс. руб. Себе-
стоимость продукции в 1996 г. снизилась в среднем по сравнению с 1995 г. 
на 3,0 %, а в 1997 г. – на 1,2 % по сравнению с 1996 г. 

Определить изменение физического объема продукции завода за эти 
годы. 

19. По деревообрабатывающему комбинату имеются следующие дан-
ные о выпуске продукции и ее себестоимости: 

Вид продукции 

Себестоимость 1 м3, руб.
Произведено 
в отчетном 
году, тыс. м3 

в преды-
дущем году 

по плану те-
кущего года

фактически 
в текущем 

году
Доска обрезная 440 480 475 850 
Доска–вагонка 750 825 820 490 

Определить среднее изменение себестоимости единицы продукции в 
целом по комбинату и соответствующие суммы экономики (перерасхода): 
а) фактически по сравнению с планом; б) фактически по сравнению с про-
шлым годом. 

20. Имеются следующие данные о выработке продукции, нормах за-
трат сырья и ценах на сырье: 

Изде-
лие 

Выработано 
продукции в 
отчетном пе-
риоде, шт. 

Расход сырья на единицу 
продукции по норме, кг Цена 1 кг сырья, руб. 

базисный 
период

отчетный 
период

базисный пе-
риод

отчетный пе-
риод

№ 1 2000 10 8 5,1 5,0 
№ 2 400 15 13 10,2 1 0,5 

Определить: а) индивидуальные индексы норм и цен; б) агрегатные 
индексы цен, норм и затрат на сырье; в) размер уменьшения (увеличения) 
затрат на сырье в отчетном периоде по сравнению с базисным на произ-
водство всей продукции. 
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21. По предприятию за два месяца имеются следующие данные о вы-
пуске арматурной стали и затратах на нее: 

Показатель Январь Февраль 
Выпуск арматурной стали, тыс. т 120 140  
Общая сумма затрат на выпуск, тыс. 
руб. 132 000 147 000 

Определить абсолютное изменение общей суммы затрат предприятия 
за счет: а) изменения выпуска продукции; б) изменения ее себестоимости, 
используя последовательно-цепной индексный метод разложения по фак-
торам. 

22. Товарооборот предприятия увеличился в отчетном году по сравне-
нию с прошлым годом в 1,2 раза при снижении цен за этот же период в 
среднем на     5 %. Как изменился объем реализованной товарной массы в 
отчетном году? 

23. Работа предприятия характеризуется следующими данными: 

Вид про-
дукции 

Выпуск по 
плану, тыс. шт. 

Процент выполне-
ния плана по коли-

честву 

Затраты времени на единицу 
продукции, чел.-ч 

план отчет
А 140 120,0 15 14 
Б 200 108,0 35 33 

Определить в целом по предприятию: а) процент изменения общих за-
трат рабочего времени по сравнению с планом; б) среднее изменение за-
трат, рабочего времени на единицу продукции; в) процент выполнения 
плана по выпуску продукции. 

24. По двум ТЭЦ за два месяца имеются следующие данные о себе-
стоимости выработанной электроэнергии: 

Номер 
ТЭЦ 

Сентябрь Октябрь 
Выработано 

электроэнергии, 
млн кВт-ч 

Себестоимость 
 1 кВт-ч, руб. 

Выработано элек-
троэнергии, млн 

кВт-ч

Себестоимость 
1 кВт-ч, руб. 

1 4000 0,08 5000 0,10 
2 600 0,09 700 0,12 

Определить в целом по двум ТЭЦ: 1) изменение средней се-
бестоимости выработанной электроэнергии в процентах и в абсолютном 
размере; 2) абсолютное изменение средней себестоимости за счет отдель-
ных факторов: а) изменения себестоимости на отдельных ТЭЦ; б) струк-
турных сдвигов в общем объеме выработанной электроэнергии. 

25. Выпуск продукции по зоне технического обслуживания грузовых 
автомобилей: 

Марка автомо-
биля 

Выполнено технических обслу-
живаний № 2, ед.

Трудоемкость одного об-
служивания, чел.-ч 

Январь Февраль Март Январь Февраль Март
ЗИЛ-130В1  35 36 38 13,6 13,6 12,8
КамАЗ-55111 12 18 22 20,3 20,0 20,1
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Определить в целом по предприятию цепные и базисные индексы фи-
зического объема продукции, затрат рабочего времени на единицу продук-
ции и общих затрат рабочего времени. Проверить взаимосвязь вычислен-
ных индексов. Сформулировать вывод. 

26. Реализация грузовых автомобилей на рынках двух регионов в от-
четном периоде следующая: 

Марка авто-
мобиля 

Регион А Регион Б 
Реализо-
вано, шт. 

Модальная цена за 
1 шт., тыс. руб.

Реализо-
вано, шт.

Модальная цена за
 1 шт., тыс. руб.

МАЗ–5551 600 92,0 620 90,0 
КамАЗ–55111 800 127,3 790 128,0 
КамАЗ–53212 1100 120,0 1150 121,5 

Определить индивидуальные и общие территориальные индексы фи-
зического объема реализации продукции и цен. 

27. Имеются следующие данные о производительности труда и струк-
туре численности работающих по двум предприятиям: 

Пред-
приятие 

Выработка продукции в сопоставимых 
ценах на одного работающего, тыс. руб.

Удельный вес по численно-
сти работающих, %

базисный период отчетный период базисный 
период 

отчетный 
период

1 12,0 12,6 35 30
2 15,0 16,5 65 70

Известно также, что общая численность работающих на обоих пред-
приятиях составляет 1200 человек в отчетном периоде. 

Определить абсолютное изменение объема продукции по предприяти-
ям за счет изменения средней выработки на одного работающего. 

Лабораторная работа № 7.  Индексы 
Задание 1. Решить все перечисленные ниже задачи, с учетом данных 

таблицы 6.1, где указано, какой вариант условия задачи нужно решать в 
соответствии с вариантом студента. 

Задание 2: Решить указанные преподавателем задачи из числа задач, 
предназначенных для самостоятельного решения. 

Таблица 6.1 

Варианты заданий к лабораторной работе 7 

Вари-
ант 

Вариант условия задачи
Задача 1 Задача 2 Задача 3 Задача 4 Задача 5 Задача 6

1 2 3 4 5 6 7 
1 1 2 3 1 1 3
2 3 1 2 3 2 2
3 2 3 1 2 3 1
4 1 1 2 2 1 3
5 3 1 1 2 2 3
6 3 3 1 1 3 2
7 3 2 1 3 1 1
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Окончание таблицы 6.1 
1 2 3 4 5 6 7 
8 1 3 2 1 2 2
9 2 1 3 2 3 3
10 1 1 1 2 1 2
11 3 3 3 1 2 1
12 2 2 2 3 3 3
13 3 1 1 2 1 3
14 3 3 1 1 2 2
15 3 2 1 3 3 1
16 1 3 2 1 1 2
17 2 1 3 2 2 3
18 1 2 3 1 3 3
19 3 1 2 3 1 2
20 2 3 1 2 2 1
21 2 1 3 2 3 3
22 1 1 1 2 1 2
23 3 3 3 1 2 1
24 2 2 2 3 3 3
25 3 2 1 3 1 1

 

Задача 1. Необходимо по данным таблицы рассчитать указанный ин-
декс и соответствующее абсолютное изменение стоимости продукции: 1) 
физического объема товарооборота, 2) цен; 3) стоимости продукции.  

 

Товар Индивидуальный 
индекс цен, % 

Стоимость проданной продукции,  
млн руб. 

июль август 
Картофель 
Молоко 
Яйцо 

106 
105 
95

120 
25 
130

100 
30 
150 

   

Задача 2. Необходимо по данным таблицы рассчитать указанный ин-
декс и соответствующее абсолютное изменение затрат времени на произ-
водство продукции: 1) затрат времени на производство продукции; 2) фи-
зического объема продукции; 3) трудоемкости. 

Вид продук-
ции 

Количество произведенной 
продукции 

Трудоемкость производст-
ва единицы продукции, 

чел.·ч . 

I квартал II квартал I квартал II квартал
А 
Б 
В 

400 
300 
500 

550
400 
620

1,12
2,18 
3,76

1,08 
2,09 
3,72 

 

Задача 3. Необходимо по данным таблицы рассчитать указанный ин-
декс и соответствующее абсолютное изменение средней себестоимости 
единицы продукции: 1) переменного состава;  2) фиксированного состава; 
3) структурных сдвигов. 
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Номер пред-
приятия 

Произведено продукции, тыс. 
шт.

Себестоимость единицы 
продукции, тыс. руб. 

базисный 
 период 

текущий  
период 

базисный  
период 

текущий  
период 

1 
2 
3 

470 
920 
380 

450
990 
490

12,5
10,1 
9,2

13,0 
10,3 
10,0 

Задача 4. По следующим данным постройте системы сводных: 1) ба-
зисных индексов с постоянными весами; 2) базисных индексов с перемен-
ными весами; 3) цепных индексов с постоянными весами; 4) цепных ин-
дексов с переменными весами. 

Вид 
про-
дук- 
ции 

 

1993 г. 1994 г. 1995 г. 
Себестои-
мость еди-
ницы 
продук-
ции, руб. 

Количество
произведен-
ной продук-
ции, шт. 

Себестои-
мость еди-
ницы 

продукции, 
руб. 

Количество
произведен-
ной продук-
ции, шт. 

Себестои-
мость 

единицы 

продук-
ции, руб. 

Количество
произведен-
ной продук-
ции, шт. 

1 270 200 320 220 410 250
2 135 170 1041 130 1112 100
3 71 50 83 90 108 180

Задача 5. Необходимо по данным таблицы рассчитать индексы цен:  
1) Ласпейреса; 2) Пааше; 3) Фишера.  

Вид това-
ра 

Базисный период Текущий период 
цена за единицу 
товара, тыс. руб. 

продано то-
варов, шт. 

цена за единицу 
товара, тыс. 

руб.

продано то-
варов, шт. 

А 450 2500 470 2000
Б 27 830 35 1300
В 12 610 14 410 

Задача 6. Необходимо по данным таблицы рассчитать сводные индек-
сы трудоемкости предприятия № 2 по отношению к предприятию № 1, ес-
ли весами выступает количество произведенной продукции: 1) на пред-
приятии № 1; 2) на предприятии № 2; 3) вместе на двух предприятиях.  

Вид товара 

Предприятие №1 Предприятие №2 
трудоемкость 
производства 
единицы про-
дукции. чел.·ч 

количество 
произведен-
ной продук-
ции, шт.

трудоемкость 
производства 
единицы про-
дукции. чел.·ч 

количество 
произведен-
ной продук-
ции, шт.

А 18 120 17 280 
Б 3 450 4 320 
В 7 135 8 140 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ  
Статистика представляет собой научную основу для количественной 

оценки различных сторон массовых общественно-экономических явлений. 
Выполнение лабораторных работ, предлагаемых данным учебным пособи-
ем, позволит студентам познакомиться и получить практические навыки в 
применении статистических методов. Полученные знания помогут в изу-
чении общественно-экономических наук, а также будут способствовать 
адекватному пониманию и сознательной оценке состояния и тенденций 
развития экономики и общества на основе поступающей многообразной 
информации.   
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ПРИЛОЖЕНИЯ 

Приложение А.  Статистические таблицы 
Таблица А1 

Значения критических уровней tα,k в зависимости от k степеней    
свободы и заданного уровня значимости α для распределения Стью-

дента 
α 

     k 
0,1 0,05 0,025 0,02 0,01 0,005 0,001 

1 6,31 12,71 25,45 31,82 63,66 127,32 636,62

2 2,92 4,30 6,21 6,96 9,92 14,09 31,60

3 2,35 3,18 4,18 4,54 5,84 7,45 12,92

4 2,13 2,78 3,50 3,75 4,60 5,60 8,61

5 2,02 2,57 3,16 3,36 4,03 4,77 6,87

6 1,94 2,45 2,97 3,14 3,71 4,32 5,96

7 1,89 2,36 2,84 3,00 3,50 4,03 5,41

8 1,86 2,31 2,75 2,90 3,36 3,83 5,04

9 1,83 2,26 2,69 2,82 3,25 3,69 4,78

10 1,81 2,23 2,63 2,76 3,17 3,58 4,59

11 1,80 2,20 2,59 2,72 3,11 3,50 4,44

12 1,78 2,18 2,56 2,68 3,05 3,43 4,32

13 1,77 2,16 2,53 2,65 3,01 3,37 4,22

14 1,76 2,14 2,51 2,62 2,98 3,33 4,14

15 1,75 2,13 2,49 2,60 2,95 3,29 4,07

16 1,75 2,12 2,47 2,58 2,92 3,25 4,01

17 1,74 2,11 2,46 2,57 2,90 3,22 3,97

18 1,73 2,10 2,45 2,55 2,88 3,20 3,92

19 1,73 2,09 2,43 2,54 2,86 3,17 3,88

20 1,72 2,09 2,42 2,53 2,85 3,15 3,85

21 1,72 2,08 2,41 2,52 2,83 3,14 3,82

22 1,72 2,07 2,41 2,51 2,82 3,12 3,79

24 1,71 2,06 2,39 2,49 2,80 3,09 3,75
26 1,71 2,06 2,38 2,48 2,78 3,07 3,71
28 1,70 2,05 2,37 2,47 2,76 3,05 3,67
30 1,70 2,04 2,36 2,46 2,75 3,03 3,65
35 1,69 2,03 2,34 2,44 2,72 3,00 3,59
40 1,68 2,02 2,33 2,42 2,70 2,97 3,55
45 1,68 2,01 2,32 2,41 2,69 2,95 3,52
50 1,68 2,01 2,31 2,40 2,68 2,94 3,50
60 1,67 2,00 2,30 2,39 2,66 2,91 3,46
∞ 1,64 1,96 2,24 2,33 2,58 2,81 3,29
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Приложение Б. Определение критических значений t-критерия   
Стьюдента  

В табличных процессорах MS Excel и OpenOffice.org Calc для опреде-
ления критических значений t-критерия Стьюдента tкрит при уровне значи-
мости α  и числе степеней свободы  k используются функции, приведенные 
в таблице Б1. 

Таблица Б1 
Функции для определения критических значений  

t-критерия Стьюдента 

Табличный процессор Функция 

MS Excel СТЬЮДРАСПОБР(α; k) 

OpenOffice.org Calc TINV(α; k) 
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Приложение В. Пример отчета по лабораторной работе  
МИНИСТЕРСТВО ОБРАЗОВАНИЯ И НАУКИ РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРАЦИИ 

федеральное государственное бюджетное образовательное учреждение 
 высшего профессионального образования  

«УЛЬЯНОВСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ ТЕХНИЧЕСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ» 
 

 
Кафедра Информационные системы 

Дисциплина Эконометрика 
 
 
 
 
 
 
 
 

ОТЧЕТ 
по лабораторной работе №1 
«Выборочное наблюдение» 

Вариант №1 
 
 
 
 

Группа ИСЭбд-21 Студент Шамирзаев Н. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ульяновск 2013 
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Продолжение прил. В 
 
Задание 1. По данным табл. В1 определить выборочные среднее и  

долю единиц совокупности, обладающих значением признака, превышаю-
щим заданное пороговое значение; предельные ошибки выборки; интерва-
лы, в которых находятся соответствующие значения генеральной совокуп-
ности. 

Таблица В1 

Исходные данные к примеру выполнения 1-го задания  
лабораторной работы № 1 

n 39
Вероятность 0,954
Пороговое значение 145
Метод отбора повторный

Значения  признака 
х 

122, 118, 115, 97, 124, 159, 122, 119, 64, 120, 120, 125, 138, 121, 
110, 120, 109, 136, 128, 120, 117, 115, 118, 123, 140, 125, 113, 70, 
103, 120, 121, 123, 120, 91, 82, 113, 168, 142, 140 

Задание 2. По данным табл. В2 определить требуемую численность 
выборочного наблюдения. 

Таблица В2 

Исходные данные к примеру выполнения 2-го задания  
лабораторной работы № 1. 

№ 
Предель-

ная 
ошибка 

Веро-
ят-

ность 
N 

Метод от-
бора 

Исследуе-
мый  при-

знак 

Размах 
выборки 

Среднее 
значение / 

доля 
26 0,05 0,997  повт. доля  0,49 

Решение  

Задание 1. 
Среднее значение y = 119. 
Доля   W = 2/39=0,051. 
Дисперсия значения признака σy

2 = Σ(yi– y )2 / (n–1) = 392. 
Дисперсия доли σW

2 = W(1–W) = 0,051·(1−0,051) = 0,048. 

Средняя ошибка среднего значения   172,3
39

3922


ny
 . 

Предельная ошибка среднего значения   Δ = t  μy = 2·3,172 = 6,344. 
 

Средняя ошибка доли    035,0
39

048,0)1(





n

WW
W . 

Предельная ошибка доли   Δ = t  μW = 2·0,035 = 0,070. 
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Окончание прил. В 
 
Предельный интервал для среднего значения (119 − 6,344; 119 + 6,344) = 

(112,8; 125,3). 
 
Предельный интервал для доли (0,051 − 0,070;  0,051 + 0,070) = (0; 0,121). 

Задание 2. 
Численность выборочного наблюдения 

t2·W·(1–W)           32 · 0,49 · (1–0,49) 
       n = ───────── = ────────────── = 3199. 

Δ2                                     0,052 

Результаты 

Задание 1. 
Таблица В3 

Результаты выполнения 1 задания лабораторной работы № 1. 

№ Наименование показателя Среднее значение Доля 
1 Значение показателя 119 0,051 
2 Дисперсия 392 0,048 
3 Средняя ошибка 3,172 0,035 
4 Предельная ошибка 6,344 0,070 
5 Предельный интервал (112,8 ; 125,3) (0 ; 0,121) 

 

Задание 2. 
Численность выборочного наблюдения, обеспечивающая требуемую 

точность наблюдений, составляет 3199 единиц. 
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